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Contexte général : physique mathématique des atomes froids

La physique des atomes froids a émergé et s’est développée de maniere spectaculaire depuis une vingtaine
d’années, donnant acces a des conditions expérimentale remarquables par leur flexibilité. Un paradigme
général s’est ainsi imposé: mimer aussi précisément que possible des modeles de matiere condensée avec
des atomes froids. Les avantages vont dans deux directions complémentaires :

e test de modeles théoriques sur des systemes facilement controlables, afin de les valider et de les
raffiner éventuellement.

e observation de certains effets spectaculaires prévus théoriquement sur la base de modeles parfois
simplistes d’un point de vue matiére condensée, mais pouvant étre réalisés avec des atomes foids.

Pour le mathématicien, on notera un troisieme avantage : il a été possible ces dernieres années d’obtenir
des théoremes mathématiquement rigoureux ayant des applications directes a des expériences réellles.

Le sujet proposé se place dans ce cadre : on se propose de démontrer certains résultats mathématiques
rendant compte de résultats expérimentaux fins et récents, ou éventuellement en prédisant de nouveaux.
On espere ainsi que 'approche mathématique utilisée jettera une nouvelle lumiere sur une certaine
physique. Et inversement, que la physique étudiée apportera de nouveaux themes et idées aux théories
mathématiques que ’on se propose d’utiliser.

Sujet : atomes froids dans un champ magnétique artificiel

La physique de particules quantiques sous fort champ magnétique et a faible température révele de
nombreux effets fascinants. En matiére condensée, on peut citer par exemple la réaction des supra-
conducteurs [7, 8, [16] au champ magnétique (effet Meissner, nucléation de tourbillons quantifiés et leur
organisation en réseaux d’Abrikosov, supraconductivité de surface ...) ou bien les effets Hall quantiques [0
10, [I7], entiers et fractionnaires (quantification universelle de la conductivité de Hall, émergence de quasi-
particules de charge fractionnaire ...).

Un obstacle pour mimer cette physique avec des atomes froids est que ces particules sont neutres.
Depuis une quinzaine d’années, plusieurs techniques ont étées utilisées pour lever cette objection: mise en



rotation des atomes, interactions lumiére/matiére principalement [6]. Plusieurs groupes expérimentaux
ont réussi a créer des champs magnétiques artificiels, qui ont permis I’observation de réseaux de tourbillons
quantifiés [I3], 1, 14] et d’un analogue de Deffet Hall classique [IT].

Les champs magnétiques artificiels obtenus peuvent étre tres forts, permettant 1’étude de la physique
dans le plus bas niveau de Landau (espace propre fondamental d’un Laplacien magnétique 2D). Il s’agit
alors d’étudier des modeles de mécanique quantique a N corps posés dans un certain espace Hilbertien
de fonctions analytiques. Cette structure particuliere rend ’analyse particulierement riche.

Dans ce contexte, on se propose d’étudier un gaz de bosons 2D confinés au plus bas niveau de
Landau, dans un régime de type champ moyen ou des réseaux de vortex sont nucléés en réponse au
champ magnétique.

Plan de travail

On attaquera en premier les problemes décrits ci-dessous.

Dans un certain régime de parametres, le gaz de bosons que 'on étudie est un condensat de Bose-
Einstein [2]. Le probleme & N corps de départ peut étre approximé par un modeéle de champ moyen,
en négligeant les corrélations entre particules. Il s’agit alors d’étudier une fonctionnelle d’énergie non
linéaire de type Thomas-Fermi, dont on cherchera le minimum et les minimiseurs dans le plus bas niveau
de Landau. Cette condition, imposée par le régime expérimental qui nous intéresse, rend le probleme tres
intéressant. En son absence, il est exactement soluble. En sa présence, il a été conjecturé théoriquement [5,
3], observé expérimentalement et numériquement [4] que le profil de densité des atomes était similaire
au probléeme sans contrainte, mais avec des parametres modifiés a cause de la présence d’un réseau
de tourbillons. On se propose de démontrer cette conjecture, dans un régime asymptotique approprié.
Notons que la détermination exacte des parametres modifiés est (essentiellement) équivalente au probléme
de cristallisation, un probléeme ouvert fameux et difficile. Nous ne prévoyons donc pas une attaque frontale
dans cette direction, mais plutét de caractériser les parametres via I'infimum d’un probleme asymptotique
(une limite thermodynamique).

On peut également poser la question de la dérivation rigoureuse du modele de champ moyen mentionné
précédemment, & partir du vrai probleme a N corps. Une preuve existe déja, due a Lieb, Seiringer et
Yngvason [12], mais elle constitue un tour de force technique, et une simplification en serait hautement
désirable. Les méthodes utilisées par ces auteurs utilisent fortement les propriétés du Hamiltonien de
départ, mais une nouvelle approche de ce genre de limites a récemment été proposée, basée plutét sur la
symétrie bosonique de 'espace des états admissibles (voir [I5] et références citées). On peut en espérer
des simplifications significatives, mais il sera sans doutes nécessaires de la compléter par des estimations
fines exploitant les propriétés de I'espace fonctionnel dans lequel le probleme est posé.

Remarques pour d’éventuels candidats

Mon activité de recherche principale est la physique mathématique. Le stage est donc idéal pour un
étudiant souhaitant étudier des phénomenes physiques avec une approche mathématique rigoureuse.
Idéalement, le résultat du stage (et de ’éventuelle these ultérieure) prendra la forme de théoremes
rigoureux et originaux. Une partie bibliographique significative est a prévoir pour se familiariser avec le
contexte, mais le sujet du stage lui-méme est de démontrer un théoréme nouveau, ou du moins de faire
des progres dans cette direction.
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