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Avant-propos
Depuis la soutenance d'une thèse de doctorat en 1998, mon activité de recherche a porté
principalement sur la di�usion des ondes en milieux désordonnés. Je me suis également
intéressé à deux nouvelles thématiques : la thermodynamique de systèmes mésoscopiques
(métaux et supraconducteurs) et le transfert d'information en milieux désordonnés. Ces
trois sujets de recherche ont un point commun : il s'agit dans les trois cas d'étudier les phé-
nomènes d'interférences (classiques ou quantiques) dans un environnement désordonné,
et d'évaluer l'impact de ces phénomènes sur les observables physiques. Les phénomènes
d'interférences sont au c÷ur de la � physique mésoscopique � � un domaine de recherche
très interdisciplinaire où se rencontrent la physique des solides, l'optique, l'acoustique, la
sismologie.

Pour raison de cohérence thématique, il ne serait pas possible de traiter tous ces sujets
dans un même mémoire. J'ai choisi donc de ne présenter ici qu'une partie de mes travaux,
� la partie la plus importante et la plus cohérente du point de vue thématique. Dans ce
mémoire je vais aborder la dynamique des ondes en milieux désordonnés, les problèmes
fondamentaux et les applications qui en découlent.

iii



iv



Table des matières

Introduction vii

Chapitre 1 Spectroscopie, imagerie, et microscopie des ondes di�usées 1
1.1 Spectroscopie des ondes di�usées . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1
1.2 Spectroscopie des ondes di�usées dans les milieux non ergodiques . . . . . 5
1.3 Détection de l'activité cérébrale par corrélation temporelle de la lumière

di�usée . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
1.4 Spectroscopie des ondes di�usées avec les corrélations de longue portée . . 10
1.5 Corrélations non universelles pour une microscopie des milieux désordonnés 12

Chapitre 2 Figures de tavelures en milieux désordonnés et non linéaires 15
2.1 Équation d'onde non linéaire et e�et Kerr optique . . . . . . . . . . . . . . 15
2.2 Méthode de Langevin . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.3 Analyse de stabilité . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.4 Quelques commentaires . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

Chapitre 3 Propagation d'impulsions courtes en milieux fortement désor-
donnés 21

3.1 Théorie de transport et approximation de di�usion . . . . . . . . . . . . . 21
3.2 Théorie auto-cohérente de la localisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.3 Localisation d'ondes dans un guide d'ondes désordonné . . . . . . . . . . . 25
3.4 Corrélations de longue portée dans un guide d'ondes désordonné . . . . . . 27
3.5 Localisation d'ondes dans un milieu désordonné tridimensionnel . . . . . . 29

Chapitre 4 Dynamique des �gures de tavelures quantiques 35
4.1 Qu'est-ce que la �gure de tavelures quantiques ? . . . . . . . . . . . . . . . 35
4.2 Statistique de comptage de photons transmis à travers un milieu désordonné 37
4.3 Fluctuations du nombre de photons transmis pour la lumière non classique 39

v



Table des matières

4.4 Théorie quantique de la spectroscopie des ondes di�usées . . . . . . . . . . 41
4.5 Di�usion de la lumière dans des nuages d'atomes froids et laser aléatoire . 43

Conclusion 45

Bibliographie 47

vi



Introduction

Beaucoup de milieux naturels (tissus biologiques, brouillard, etc.) et arti�ciels (mousses,
émulsions, suspensions, cristaux photoniques et phononiques, etc.) sont désordonnés. Il est
donc important de comprendre la propagation d'ondes (électromagnétiques, acoustiques,
élastiques, etc.) en présence d'un désordre a�n de pouvoir les utiliser pour sonder des
milieux complexes d'une part, et développer de nouveaux matériaux et dispositifs qui
pro�teront du désordre pour avoir certaines propriétés inhabituelles ou exécuter certaines
taches spéci�ques d'autre part.

Lorsqu'une onde cohérente � une onde lumineuse, par exemple � est di�usée dans
un milieu désordonné, sa cohérence spatiale est rapidement détruite et la distribution
spatiale de l'intensité de l'onde dans le milieu devient aléatoire (cf. Figs. 1 et 2) [1, 2, 3, 4].
On parle dans ce cas de � tavelures � (ou � speckle � en anglais). Malgré leur apparence
aléatoire, les �gures de tavelures ne le sont pas complètement et possèdent certaines
corrélations spatiales [3, 4, 5, 6, 7]. Les corrélations de courte portée, dites corrélations
de type �C1 �, peuvent être identi�ées en estimant la taille typique de zones sombres et
brillantes dans la �gure de tavelures (cf. Fig. 2). Cette taille s'avère être de l'ordre de
la longueur d'onde λ, d'où l'on conclue que les corrélations de courte portée ne s'étalent
que sur les distances de l'ordre de λ [8]. Bien que cela puisse paraître surprenant, les
tavelures possèdent aussi des corrélations dites de longue portée, appelées corrélations de
type �C2 � [9]. Ce sont des corrélations entre les zones sombres ou brillantes éloignées.
Les corrélations de longue portée ne sont pas facilement identi�ables par une simple étude
de �gures comme la Fig. 2 puisqu'elles sont extrêmement faibles dans les conditions d'une
expérience typique. Toutefois, on peut établir par des mesures précises que lorsque l'on
varie la fréquence du faisceau incident, son angle d'incidence, ou encore les positions
des di�useurs dans le milieu, les di�érentes zones de tavelures n'évoluent pas de façons
complètement indépendantes, mais ont une composante synchrone dans leur évolution.
Cette corrélation faible est de longue portée : même les zones distantes sont corrélées, et
la corrélation décroît très lentement avec la distance. Finalement, les tavelures sont aussi
caractérisées par une corrélation de portée in�nie dont la magnitude est encore moins
importante, mais qui ne décroît pas avec la distance. Pour détecter cette corrélation, on
mesure les �gures de tavelures qui résultent de beaucoup de réalisations di�érentes du
désordre dans l'échantillon et l'on remarque que pour une réalisation donnée toute la
�gure de tavelures est soit un tout petit peu plus lumineuse, soit un tout petit peu moins
lumineuse que la moyenne. A ce jour, on connaît deux type de corrélations de portée
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Introduction

Fig. 1 � Représentation schématique d'une
expérience de di�usion multiple de la lu-
mière. Un faisceau laser est di�usé par un
milieu désordonné (une suspension de pe-
tites particules diélectriques, par exemple).
La distribution de l'intensité di�usée est
aléatoire et on l'appelle la � �gure de tave-
lures � (ou � speckle � en anglais). L'image
de la �gure de tavelures utilisée dans cette
�gure ainsi que dans la Fig. 2 et la Fig. 4.1
est un résultat d'une simulation numérique
e�ectuée par Andreas Völker (Université de
Fribourg, Suisse).

Fig. 2 � La �gure de tavelures à l'intérieur
d'un milieu désordonné. Dans l'expérience
de la Fig. 1, la taille des tavelures proje-
tées sur un écran dépend de la longueur
d'onde de la lumière, du rayon du faisceau
incident, et de la distance entre l'échan-
tillon désordonné et l'écran. A l'intérieur de
l'échantillon, les zones sombres et brillantes
de la �gure de tavelures ont une taille de
l'ordre de la longueur d'onde λ.

in�nie : les corrélations de type �C3 �1 et les corrélations de type �C0 �.2
Dans le cadre de ce mémoire nous allons nous intéresser à la dynamique de �gures

de tavelures, c.-à-d. à leurs variations temporelles. En e�et, les corrélations de portées
courtes, longues et in�nies, que nous venons de décrire, n'existent pas qu'en espace mais
aussi en temps. La caractérisation statistique des �gures de tavelures dynamiques (leur
intensité moyenne, leurs �uctuations, et leurs corrélations), ainsi que les applications de
nos connaissances sur la statistique de tavelures pour caractériser les milieux désordonnés,
sont les sujets que nous allons traiter, sans pouvoir faire leur revue complète, dans les pages
qui suivent.

Dans quelles circonstances les �gures de tavelures varient-elles au cours du temps ?
Pour discuter de cette question, dans le cadre de ce mémoire nous choisissons le modèle
le plus simple. Nous supposons que la propagation d'une onde dans un milieu désordonné
est décrite par une équation d'onde scalaire :

∇2Ψ(r, t)− 1

c2
∂2

∂t2
{[1 + δε(r, t)] Ψ(r, t)} = S(r, t), (1)

où Ψ(r, t) est le champ ondulatoire (champ électrique ou magnétique pour une onde
1La corrélation C3 fait partie de la classi�cation �Ci � de Feng et coll. [5] et elle est nécessaire pour

expliquer les �uctuations universelles de conductance [10, 11]. Nous n'allons pas considérer C3 dans ce
mémoire car l'auteur n'a pas contribué à l'étude de ce type de corrélation.

2L'existence de la corrélation C0 n'a été remarquée que récemment par Shapiro [12].
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électromagnétique, par exemple), c est la vitesse de l'onde en l'absence du désordre, δε(r, t)
décrit le désordre dans le milieu (c'est la partie aléatoire de la constante diélectrique
pour une onde électromagnétique), et S(r, t) est le terme source. Bien que beaucoup de
phénomènes soient communs aux ondes de di�érentes natures [4], dans ce mémoire nous
allons, pour être plus concrets, utiliser le langage de l'optique, comme nous avons déjà
commencé à le faire en dé�nissant les quantités physiques dans l'Éq. (1).

Considérons maintenant une source d'ondes quasi monochromatique, S(r, t) = s(r, t)
exp(−iω0t), dont l'amplitude s(r, t) varie lentement en fonction du temps : |∂s(r, t)/∂t| ¿
ω0, et des variations lentes de la constante diélectrique 1 + δε(r, t) : |∂[δε(r, t)]/∂t| ¿
1/Tprop avec Tprop le temps typique qu'il faut pour que l'onde parcours la distance entre
la source et le point de détection.3 Le champ Ψ(r, t) se met alors sous la forme Ψ(r, t) =
ψ(r, t) exp(−iω0t) avec une amplitude ψ(r, t) qui ne varie que lentement en fonction du
temps : |∂ψ(r, t)/∂t| ¿ ω0, et l'équation (1) devient

∇2ψ(r, t) + k2
0 [1 + δε(r, t)]ψ(r, t) = s(r, t), (2)

où k0 = ω0/c est le nombre d'onde. À partir de cette équation on peut identi�er au
moins deux raisons pour que l'intensité de l'onde I(r, t) = |ψ(r, t)|2, qui décrit la �gure
de tavelures, soit dépendante du temps t :

• soit la constante diélectrique 1 + δε(r, t) varie en fonction du temps (un milieu
désordonné �uctuant, où les di�useurs sont animés par un mouvement brownien, un
écoulement, etc., ou un milieu plus complexe, comme une mousse, par exemple, qui
change sa structure au cours du temps),

• soit le terme source s(r, t) varie en fonction du temps (une source impulsionnelle ou
modulée, par exemple).

La première de ces deux possibilités � les �uctuations temporelles de la �gure de tavelures
dues à la dynamique propre du milieu � sera considérée dans le premier chapitre de ce
mémoire. Une bonne compréhension du lien direct qui existe entre δε(r, t) et l'onde di�usée
permet, dans certains cas, de résoudre le problème inverse et de remonter à la dynamique
du milieu à partir des �uctuations de la �gure de tavelures mesurées à sa surface. Cela
est à l'origine de la spectroscopie et de l'imagerie par ondes di�usées (� di�using-wave
spectroscopy � et � di�using-wave imaging � en anglais) dont nous allons aussi discuter
dans le Chap. 1.

La deuxième possibilité � l'évolution temporelle des �gures de tavelures due à une
source impulsionnelle � fera l'objet du troisième chapitre. En particulier, nous allons nous
intéresser aux e�ets d'un désordre extrêmement fort qui pourra donner lieu au phénomène
de localisation forte (ou � localisation de Anderson �) [13] � l'arrêt complet du transport
ondulatoire dû au désordre. Bien que ce phénomène soit étudié depuis déjà presque 50
ans, il y a eu très récemment un progrès important en ce qui concerne son observation
pour la lumière en trois dimensions. L'approche théorique que nous présentons dans le
Chap. 3 permet de mieux comprendre les derniers résultats expérimentaux.

3Tprop = L/c dans un milieu homogène et Tprop ∼ L2/D dans un milieu di�usant, oùD est le coe�cient
de di�usion de l'onde et L est la distance entre la source et le détecteur.
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Introduction

Bien qu'elle ne soit pas explicite dans l'Éq. (2), il existe une troisième raison pour que
la �gure de tavelures ait une dynamique temporelle :

• les e�ets non linéaires (l'e�et Kerr optique, par exemple).
Certains milieux changent leurs propriétés vis-à-vis de la propagation d'ondes en fonction
de l'intensité de ces ondes. On dit que ces milieux sont � non linéaires � : en optique,
par exemple, la constante diélectrique peut être fonction de l'intensité I(r, t) [14]. Ce
phénomène est connu sous le nom d'e�et Kerr optique et en présence d'un mécanisme de
rétroaction (� feedback �) � une cavité, par exemple, � il peut rendre le système optique
instable [15]. Dans le deuxième chapitre de ce mémoire nous montrons que le désordre
peut assurer une rétroaction su�samment forte pour que la �gure de tavelures devienne
spontanément instable et donc dynamique (c'est-à-dire dépendant du temps) sans raison
apparente.

Finalement, le quatrième chapitre sera consacré à un problème nouveau et, hélas,
encore mal compris par l'auteur. Ce chapitre joue le rôle de la partie � projets � de ce
mémoire. Lorsque l'on discute de la di�usion multiple de la lumière dans les milieux désor-
donnés, on utilise souvent (presque toujours !) � et ce mémoire n'en est pas une exception
� les termes � champ� et � intensité �. Toutefois, lorsque l'on réalise une expérience op-
tique, on e�ectue les mesures à l'aide de photo-détecteurs, qui produisent une séquence
de � clics � provenant de l'absorption de photons à la surface de ces photo-détecteurs. Le
nombre de clics n est un nombre aléatoire et la �gure de tavelures quantiques n(r), avec r
la position du détecteur, subit des �uctuations quantiques, même lorsque le milieu désor-
donné est statique et linéaire, et lorsque la source de la lumière est monochromatique.
Cela nous mène à reconnaître une quatrième raison pour les �uctuations de la �gure de
tavelures au cours du temps :

• les e�ets quantiques.
Dans une expérience optique � habituelle �, on accumule un grand nombre n de � clics �
pendant un certain temps τ su�samment long pour que n soit aussi grand que possible,
mais, en même temps, assez court pour que le milieu puisse être supposé statique pendant
le temps de la mesure, et pour que chaque photon voie exactement le même désordre que
les autres. C'est ce nombre de � clics � n que l'on appelle ensuite � intensité � (avec,
éventuellement, une certaine normalisation) et c'est cette quantité que l'on compare avec
les résultats théoriques basés sur l'équation d'onde (1). Il est connu qu'une telle approche
est correcte sous condition que n À 1 et si la lumière utilisée dans l'expérience est dans
l'état cohérent [16]. Par contre, cette approche ne sera plus valable si n devient petit
(sauf pour certaines quantités, comme on le verra par la suite) ou si la lumière utilisée
dans l'expérience n'est pas dans l'état cohérent, mais dans un état dit � non classique � :
par exemple, l'état � comprimé � (� squeezed light �) ou l'état de Fock. Pour correctement
décrire la di�usion multiple de la lumière non classique et pour comprendre ce qui se passe
lorsque le nombre n de photons détecté est petit, il faut admettre que la lumière n'est
pas une onde classique et qu'elle a bien des propriétés quantiques. Ces dernières doivent
être prises en compte dans l'analyse des problèmes de di�usion multiple. Nos premiers pas
dans cette direction, ainsi que les perspectives de ce domaine de recherche, seront discutés
dans le quatrième chapitre de ce mémoire.
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Chapitre 1

Spectroscopie, imagerie, et
microscopie des ondes di�usées

Ce chapitre est basé sur les publications suivantes :
• S.E. Skipetrov et R. Maynard, �Nonuniversal corrélations in multiple scattering �
Phys. Rev. B 62, 886 (2000).

• F. Sche�old, S.E. Skipetrov, S. Romer et P. Schurtenberger, �Di�using-wave spec-
troscopy of nonergodic media �, Phys. Rev. E 63, 061404 (2001).

• J. Li, G. Dietsche, D. Iftime, S.E. Skipetrov, G. Maret, T. Elbert, B. Rockstroh
et T. Gisler, �Noninvasive detection of functional brain activity with near-infrared
di�using-wave spectroscopy �, Journal of Biomedical Optics 10, 044002 (2005).

• B.A. van Tiggelen et S.E. Skipetrov, �Fluctuations of local density of states and
C0 speckle corrélations are equal �, Phys. Rev. E 73, 045601(R) (2006).

• S. Balog, P. Zakharov, F. Sche�old et S.E. Skipetrov, �Photocount statistics in
mesoscopic optics �, Phys. Rev. Lett. 97, 103901 (2006).

• F. Jaillon, S.E. Skipetrov, J. Li, G. Dietsche, G. Maret et T. Gisler, �Di�using-wave
spectroscopy from head-like tissue phantoms : in�uence of a non-scattering layer �,
Optics Express 14, 10181 (2006).

1.1 Spectroscopie des ondes di�usées
Lorsque la source de lumière est monochromatique, c'est-à-dire lorsque s(r, t) = s(r) dans
l'Éq. (2), et le milieu est linéaire, l'évolution temporelle de δε(r, t) due au mouvement
de di�useurs, représente la seule raison pour que la �gure de tavelures �uctue au cours
du temps. Pour établir le lien entre le mouvement des di�useurs et les �uctuations de
l'intensité di�usée, on peut se baser sur l'image intuitive suivante [4]. On représente une
onde ψ(r, t) dans un milieu désordonné par une somme d'ondes partielles ψi(r, t) qui
suivent des chemins di�érents dans le milieu :

ψ(r, t) =
∑

i

ψi(r, t), (1.1)

1



Chapitre 1. Spectroscopie, imagerie, et microscopie des ondes di�usées

Fig. 1.1 � Le principe de la spectroscopie
des ondes di�usées (� di�using-wave spec-
troscopy � ou DWS en anglais). A l'instant
t, une onde partielle parcourt un certain
chemin et la somme de toutes les ondes
partielles donne lieu à une certaine valeur
du champ ψ(r, t) au point r. Un bref in-
tervalle de temps τ plus tard, les ondes
partielles parcourent des chemins légère-
ment modi�és à cause du mouvement de
di�useurs. Le nouveau champ ψ(r, t + τ)
n'est pas égal à ψ(r, t). Le type (mouve-
ment brownien, mouvement directionnel,
ou autre) et l'intensité du mouvement de
di�useurs peuvent être déduits de la fonc-
tion de corrélation du champ g1(r, τ) =
〈ψ(r, t)ψ∗(r, t+ τ)〉/〈|ψ(r, t)|2〉.

Fig. 1.2 � Exemple de diagramme en
échelle (ou diagramme � ladder � en an-
glais) qui contribue à la fonction de cor-
rélation 〈ψ(r, t)ψ∗(r, t + τ)〉. Les lignes
pleines dénotent les fonctions de Green
moyennes G(ri, ri+1) correspondant à l'ins-
tant t (celles avec les �èches vers le point
de détection) et les fonctions de Green
G∗(r′i, r

′
i+1) correspondant à l'instant t+ τ

(celles avec les �èches dans le sens opposé).
Les traits correspondent à la fonction de
corrélation de la constante diélectrique du
milieu 〈δε(ri, t)ε(r

′
i, t+ τ)〉.

où l'indice i énumère les chemins.4 Les chemins correspondant à deux temps t et t + τ
sont représentés sur la Fig. 1.1. Ces chemins parcourent la même séquence de di�useurs,
mais ils ne sont pas identiques, car les di�useurs se sont déplacés de petites distances
∆r(τ) pendant le temps τ . Pour caractériser les �uctuations de ψ(r, t) provoquées par les
déplacements de di�useurs, on utilise la fonction de corrélation

g1(r, τ) =
〈ψ(r, t)ψ∗(r, t+ τ)〉

〈|ψ(r, t)|2〉 , (1.2)

où les crochets 〈. . .〉 désignent la moyenne d'ensemble. En utilisant la représentation (1.1),
on obtient

〈ψ(r, t)ψ∗(r, t+ τ)〉 =
∑

i

∑

j

〈ψi(r, t)ψ
∗
j (r, t+ τ)〉 =

∑

i

〈ψi(r, t)ψ
∗
i (r, t+ τ)〉, (1.3)

4On utilise le terme � chemin � pour une séquence de collisions de l'onde avec les di�useurs (cf. Fig.
1.1).
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1.1. Spectroscopie des ondes di�usées

où les termes � croisés � 〈ψi(r, t)ψ
∗
j (r, t + τ)〉 avec i 6= j s'annulent sous condition que

la distance typique ` entre deux di�usions (le libre parcours moyen) est beaucoup plus
grande que la longueur d'onde λ. Cette condition est largement véri�ée dans la plupart de
milieux désordonnés � réels � et nous la supposons véri�ée dans ce chapitre.5 L'annulation
des termes croisés pour ` À λ est facile à comprendre. Si les chemins i et j ne sont
pas identiques, ils doivent di�érer d'au moins une di�usion. Cela implique une di�érence
de longueurs de ces chemins de l'ordre de `, et donc une di�érence de phases de l'ordre
de k` = 2π`/λ À 2π. Comme la phase n'est dé�nie que modulo 2π, on conclut que la
di�érence de phases accumulées par deux ondes partielles, dont les chemins ne di�èrent
que d'une seule di�usion, est aléatoire. C'est cette di�érence de phases aléatoire qui annule
la moyenne du produit ψi(r, t)ψ

∗
j (r, t+ τ) pour i 6= j. Dans le langage des diagrammes, ne

prendre en compte que les termes avec i = j dans l'Éq. (1.3) correspond à la sommation
de diagrammes � en échelle � (diagrammes de type � ladder � en anglais) en négligeant
tous les autres diagrammes. Un exemple de diagramme en échelle est présenté sur la Fig.
1.2.

En représentant une onde partielle ψi(r, t) arrivant au point r en termes d'une am-
plitude ai(t) et d'une phase φi(t), et en supposant que l'amplitude est beaucoup moins
a�ectée par le mouvement de di�useurs que la phase, que la phase φi(t) est une variable
aléatoire gaussienne, que les �uctuations de ai(t) et de φi(t) sont indépendantes, que la
moyenne de |ai(t)|2 ne dépend que de la longueur s du chemin, et que pour les grandes
distances entre la source de lumière et le détecteur la principale contribution à g1(r, τ)
est due aux chemins longs, on peut remplacer la sommation dans l'Éq. (1.3) par une
intégration et réduire cette équation à

〈ψ(r, t)ψ∗(r, t+ τ)〉 =

∞∫

0

ds 〈I(r, s)〉 exp
[
−1

2
〈∆φs(τ)

2〉
]
. (1.4)

Ici 〈I(r, s)〉 est la part de l'intensité moyenne qui arrive au point r par des chemins de
longueur s, et 〈∆φs(τ)

2〉 est la variance de la di�érence de phases entre deux chemins
de longueur s qui visitent les mêmes di�useurs, mais qui sont séparés en temps par un
intervalle τ . 〈∆φs(τ)

2〉 est directement liée aux mouvements de di�useurs : 〈∆φs(τ)
2〉 =

(2/3)k2〈∆r(τ)2〉s/`∗. Ici 〈∆r(τ)2〉 est la moyenne du carré du déplacement d'un di�useur
pendant un temps τ , `∗ ≥ ` est le libre parcours moyen de transport qui tiens compte
de l'anisotropie de di�usion, et k est le nombre d'onde dans le milieu. Pour le mouve-
ment brownien de di�useurs avec un coe�cient de di�usion DB (avec �B� pour Brown),
〈∆r(τ)2〉 = 6DBτ et, par conséquent,

〈∆φs(τ)
2〉 = 4

s

`∗
τ

τ0
(1.5)

avec τ0 = (k2DB)−1.
Dans l'approximation de di�usion [1, 2, 3, 4], 〈I(r, s)〉 obéit à une équation de di�usion

∂

∂s
〈I(r, s)〉 − `∗

3
∇2〈I(r, s)〉+

1

`a
〈I(r, s)〉 = P (r)δ(s), (1.6)

5Nous verrons dans le Chap. 3 que dans le cas opposé de ` < λ le phénomène de localisation forte
peut avoir lieu et que l'approximation faite dans l'Éq. (1.3) n'est plus acceptable dans ce régime.
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Chapitre 1. Spectroscopie, imagerie, et microscopie des ondes di�usées

où P (r) est la distribution spatiale de sources de lumière dans le milieu et `a est la longueur
d'absorption. On en conclut que la fonction de corrélation G1(r, t) = 〈ψ(r, t)ψ∗(r, t+ τ)〉
obéit également à une équation de di�usion :

[
∇2 − α(τ)2

]
G1(r, τ) = − 3

`∗
P (r) (1.7)

avec

α(τ)2 =
3

`∗`a
+
k2

`∗2
〈∆r(τ)2〉. (1.8)

L'équation (1.7) permet de calculer la fonction de corrélation du champ di�usé pour une
source P (r) et pour une géométrie arbitraire de l'échantillon désordonné. Les conditions
aux limites à appliquer à la surface A de échantillon sont

G1(r, τ) + z0 [n · ∇G1(r, τ)] = 0, (1.9)

où z0 ∼ `∗ est la longueur d'extrapolation qui tient compte des ré�exions internes à
la surface (z0 = 2

3
`∗ en l'absence des ré�exions internes) et n est un vecteur unitaire

normal en chaque point du bord A. La condition (1.9) est obtenue en remarquant que
le comportement di�usif n'existe qu'à l'intérieur du milieu désordonné et en imposant
l'annulation de l'intensité di�usée entrant dans le milieu.

L'analyse théorique que nous venons de présenter sert de fondation à une technique
expérimentale très puissante qui permet de sonder la dynamique des milieux désordon-
nés en utilisant les ondes optiques. Cette technique porte le nom de � spectroscopie des
ondes di�usées � (� di�using-wave spectroscopy � ou DWS, en anglais) [17, 18]. L'idée de
la DWS est de mesurer la perte de cohérence temporelle d'une onde lumineuse due aux
mouvements de di�useurs dans le milieu et d'en déduire l'évolution du milieu au cours du
temps. En bref, on mesure la fonction de corrélation g2(τ) = 〈I(t)I(t+ τ)〉/〈I(t)〉2− 1 de
l'intensité I(t) de la lumière di�usée dans le milieu. Si l'on accepte l'hypothèse gaussienne
pour le champ di�usé, alors g2(τ) = |g1(τ)|2. Plus les mouvements des di�useurs dans
le milieu sont rapides, plus g2(τ) et g1(τ) décroissent avec τ . La forme fonctionnelle de
cette décroissance permet d'étudier le caractère des mouvements (mouvements browniens,
écoulements, etc.). Selon la classi�cation des corrélations dans la �gure de tavelures que
nous avons introduit dans l'introduction, la fonction de corrélation g2(τ) est une corréla-
tion de type C1 : g2(τ) ≡ C1(τ). Elle est donc de courte portée en temps et elle aurait été
de courte portée en espace, si on avait dé�ni g1(r,∆r, τ) avec r + ∆r au lieu de r dans
l'argument de ψ∗ dans l'Éq. (1.2) [8].

L'application de la DWS pour sonder les suspensions de petites particules, les émul-
sions, les mousses et d'autres milieux désordonnés est maintenant devenue standard. Dans
les deux sections suivantes nous montrons que la DWS peut aussi être appliquée dans
des milieux beaucoup plus complexes. Nous appelons ici complexes les milieux qui, en
plus d'être désordonnés, ont une complexité supplémentaire, qui les distingue des milieux
désordonnés plus simples (suspensions, émulsions, mousses, etc.). Le premier exemple d'un
milieu désordonné complexe que nous allons considérer est un milieu � non ergodique �,
qui n'obéit pas à l'hypothèse d'ergodicité. Le deuxième exemple est un milieu biologique
avec sa structure complexe et macroscopiquement hétérogène (la tête humaine).
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1.2. Spectroscopie des ondes di�usées dans les milieux non ergodiques

1.2 Spectroscopie des ondes di�usées dans les milieux
non ergodiques

L'hypothèse ergodique stipule que la moyenne d'ensemble, que l'on symbolise par les
crochets 〈. . .〉, et qui apparaît dans les dé�nitions des fonctions de corrélation g1(τ) et
g2(τ), peut être remplacée par la moyenne temporelle. Cette dernière est beaucoup plus
facile à mesurer car au lieu de répéter l'expérience sur un grand nombre d'échantillons
avec des réalisations di�érentes de désordre, il su�t d'utiliser un seul échantillon, qui,
grâce à son évolution naturelle au cours du temps, va passer par tous les états micro-
scopiques possibles. Heureusement, l'hypothèse ergodique est véri�ée dans beaucoup de
milieux désordonnés, notamment dans les suspensions de petites particules, et cela facilite
beaucoup l'application de la DWS à ces milieux. Toutefois, il existe des milieux désordon-
nés que l'on aimerait bien étudier par de méthodes optiques (comme la DWS), mais qui
n'ont pas les propriétés requises pour que l'hypothèse ergodique soit véri�ée. Un gel est
un exemple d'un tel milieu.

Les particules constituant un gel se déplacent librement à petite échelle de temps,
mais se retrouvent coincées dans des régions d'espace très limitées pour les temps longs.
Chaque particule n'explore donc qu'une partie de l'échantillon, typiquement une partie
de taille δ. La moyenne du carré du déplacement d'une particule peut être mise sous la
forme suivante [19] :

〈∆r(τ)2〉 = δ2
{
1− exp

[
−

(
τ

τc

)p]}
, (1.10)

avec τc le temps qu'il faut pour que la particule parcoure une distance de l'ordre de δ,
et p ∼ 1. Puisqu'une particule donnée reste toujours à intérieur d'une sphère de rayon
∼ δ, les con�gurations du désordre avec cette particule à l'extérieur de cette sphère ne se
réalisent jamais ! Cela empêche le remplacement de la moyenne d'ensemble par la moyenne
temporelle. Peut-on, malgré cela, proposer une méthode de mesure qui éviterait de faire
la moyenne d'ensemble dans l'expérience ?

En collaboration avec Frank Sche�old au Laboratoire de Physique de la Matière Molle
(Université de Fribourg, Suisse) et ses collègues nous avons proposé une technique que
nous avons appelée la � technique à deux cellules �. Cette technique permet d'appliquer
la DWS aux milieux non ergodiques (comme les gels ou les milieux solides) sans les
di�cultés supplémentaires liées à la nécessité d'e�ectuer les moyennes d'ensemble. L'idée
consiste à rajouter une cellule auxiliaire, remplie par un milieu désordonné ergodique (une
suspension diluée de particules, par exemple), derrière la cellule qui contient l'échantillon
à étudier (cf. Fig. 1.3). En ajustant les paramètres de la suspension dans la deuxième
cellule, on peut rendre ergodique l'intensité transmise par le � sandwich � de deux cellules
(cf. Fig. 1.4). Cela permet d'appliquer la DWS de façon habituelle en faisant la moyenne
temporelle au lieu de la moyenne d'ensemble. Le signal mesuré de cette façon est, bien
sûr, in�uencé par la deuxième cellule, mais, car on connaît tout sur la suspension dont
elle est remplie, on peut facilement compenser son in�uence et retrouver la fonction de
corrélation g2(τ) qui aurait été mesurée avec une seule cellule si la moyenne d'ensemble
avait été faite.
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Chapitre 1. Spectroscopie, imagerie, et microscopie des ondes di�usées

Fig. 1.3 � Schéma de l'arrangement expéri-
mental qui permet l'application de la DWS
dans les milieux non ergodiques. Le milieu
non ergodique (un gel, par exemple) est
dans la première cellule (épaisseur L1). La
deuxième cellule (épaisseur L2) est remplie
par un milieu ergodique (une suspension di-
luée, par exemple). L'intensité transmise à
travers le � sandwich � de deux cellules re-
présente un signal ergodique pour lequel la
moyenne temporelle est égale à la moyenne
d'ensemble.

Fig. 1.4 � Illustration du principe de la
technique à deux cellules. (a) Le mon-
tage complet est constitué de deux cellules
(épaisseurs L1 et L2) séparées par un mur
en verre transparent (épaisseur ∆). (b) In-
tensité moyennée sur le temps. Après la
première cellule, l'intensité moyenne �uc-
tue d'un endroit à l'autre (signal non ergo-
dique). Après la deuxième cellule, l'inten-
sité moyenne ne dépend plus de la position
(signal ergodique).

Nous avons appliqué la technique à deux cellules pour étudier la transition � sol-gel �
dans une suspension concentrée de particules. La �gure 1.5 montre que notre méthode
permet de mesurer les fonctions de corrélation dans un milieu non ergodique, ce qui
nécessiterait la moyenne d'ensemble si une seule cellule avait été utilisée. La confrontation
des fonctions de corrélation de la Fig. 1.5 avec la théorie que nous avons développée permet
de caractériser le gel à tout stade de sa formation.

La description théorique de la di�usion de la lumière dans un milieu à deux couches que
nous avons appliquée pour tracer les courbes théoriques de la Fig. 1.5 peut être développée
à partir de l'Éq. (1.7). Au lieu de donner les formules complètes qui sont assez longues
et qui, de toute façon, peuvent être trouvées dans les publications indiquées au début de
ce chapitre, nous nous limiterons ici à un cas particulier, simple et important à la fois.
Les paramètres du milieu dans la deuxième cellule peuvent être ajustés de telle façon que
la fonction de corrélation g2(τ) en transmission à travers le � sandwich � de deux cellules
se réduit à un simple produit de fonctions de corrélation qui auraient été mesurées pour
chacune de deux cellules indépendamment. Le domaine d'application de cette � règle de
multiplication � s'élargit considérablement lorsque le verre qui sépare les cellules absorbe
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1.2. Spectroscopie des ondes di�usées dans les milieux non ergodiques

Fig. 1.5 � (a) Fonctions de corrélation expérimentales de l'intensité transmise à travers
un échantillon constitué de deux cellules (cercles) et à travers la deuxième cellule seule
(carrés). La première cellule est remplie d'un gel colloïdal (fraction volumique de particules
Φ = 7%, libre parcours moyen de transport `∗ = 53 µm, épaisseur de cellule L1 =
1, 75 mm). La deuxième cellule est remplie d'une poudre de TiO2 dispersée dans glycérol
(diamètre de particules est inférieur à 5 µm, `∗ = 41 µm, épaisseur de cellule L2 =
1, 9 mm). Les lignes pleines sont obtenues en résolvant l'Éq. (1.7) pour deux cellules
turbides séparées par un mur en verre. La ligne pointillée montre la courbe théorique
avec la première cellule remplie d'un milieu solide (di�useurs immobiles). (b) Di�érentes
contributions à la fonction de corrélation pour un échantillon constitué de deux cellules.
La ligne pleine est la même que dans la �gure (a). Les lignes pointillées correspondent au
cas de la première et de la deuxième cellule remplies d'un milieu solide [pour la première
cellule, c'est la même courbe que celle de la �gure (a), mais multipliée par 0,42].

la lumière.6 Cette règle apparaît très pratique pour l'interprétation d'expériences : il su�t
de diviser la fonction de corrélation g2(τ) mesurée pour l'ensemble de deux cellules par
g2(τ) correspondant à la cellule auxiliaire pour obtenir la fonction de corrélation pour le
gel dans la première cellule, et, on le rappelle, sans faire la moyenne d'ensemble qui aurait
été nécessaire si la technique à deux cellules n'avait pas été utilisée.7

La technique à deux cellules a marqué une étape importante dans l'étude optique des
propriétés des milieux non ergodiques. Une approche alternative, qui a de plus en plus
de succès aujourd'hui, consiste à utiliser une caméra CCD. Les caméras CCD modernes
sont su�samment rapides pour accéder à la dynamique des milieux di�usants et elles
permettent de moyenner la fonction de corrélation sur l'ensemble de pixels, en résolvant
le problème de non-ergodicité [20, 21].

6Il ne faut pas, bien sûr, que cette absorption soit trop importante, mais un certain degré d'absorp-
tion diminue le poids relatif des chemins optiques qui reviennent dans la première cellule après avoir
visité la deuxième. La contribution de ces chemins à la fonction de corrélation n'obéit pas à la règle de
multiplication.

7Dans l'hypothèse gaussienne pour le champ di�usé ψ(r, t), la règle de multiplication s'applique aussi
bien à g2(τ) qu'à g1(τ), puisque g2(τ) = |g1(τ)|2.
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Chapitre 1. Spectroscopie, imagerie, et microscopie des ondes di�usées

1.3 Détection de l'activité cérébrale par corrélation
temporelle de la lumière di�usée

Depuis l'introduction de la DWS en 1987, ses applications potentielles dans le domaine
de l'imagerie médicale ont été une des motivations principales pour son développement
[22, 23, 24]. Très récemment, en collaboration avec l'équipe de Georg Maret (Université
de Constance, Allemagne), nous avons réussi à montrer que la DWS peut être utilisée
pour détecter et pour visualiser l'activité cérébrale chez l'homme. Grâce à une absorption
relativement faible par les tissus biologiques de la lumière en infrarouge proche (longueur
d'onde ∼ 800 nm), on peut sonder l'activité du cerveau humain de façon non invasive par
les moyens optiques utilisés à travers la peau et le crâne (cf. Fig. 1.6).

Comme dans toutes les applications de la DWS, l'observable dans ces expériences est
la fonction de corrélation de l'intensité di�usée g2(τ). Pour décrire la di�usion de la lu-
mière dans un milieu très complexe tel que la tête humaine, nous utilisons le modèle à
trois couches (la peau, le crâne, et le cortex cérébral) illustré sur la Fig. 1.7. L'équation de
di�usion (1.7) a été résolue pour ce modèle et les épaisseurs des deux premières couches
(la peau et le crâne), les libres parcours moyens de la lumière, les longeurs d'absorption,
et les constantes de di�usion des centres de di�usion dans les couches ont été ajustés dans
des limites raisonnables pour optimiser l'accord avec les données (cf. Tab. 1.1).8 Comme
le montre la Fig. 1.8, la théorie et l'expérience sont en assez bon accord. Cela démontre
que g2(τ) contient de l'information sur l'activité du cerveau et que les mesures de g2(τ)
peuvent être utilisées pour reconstruire une image de cette activité. L'expérience conduite
à Constance a été répétée avec onze personnes volontaires pour permettre l'analyse sta-
tistique de résultats. La confrontation des données avec le modèle théorique a permis de
distinguer très clairement les périodes d'activité des périodes de repos, et même de faire
la di�érence entre l'activité de la main droite et celle de la main gauche (cf. Fig. 1.8).
Des résultats très similaires ont été obtenus pour la stimulation visuelle du cortex visuel
primaire.

Tab. 1.1 � Paramètres qui donnent le meilleur accord de la théorie basée sur l'Éq. (1.7)
avec les données (cf. Fig. 1.8).

Épaisseur
Libre

parcours
moyen `∗

Longeuer
d'absorption

`a

Coe�cient de
di�usion DB

en repos

Coe�cient de
di�usion DB ,
stimulation

controlatérale
(main droite)

Coe�cient de
di�usion DB ,
stimulation
ipsilatérale

(main gauche)

Peau 1 mm 0,5 mm 39,7 mm 1, 0 · 10−9 cm2/s 1, 5 · 10−9 cm2/s 1, 2 · 10−9 cm2/s

Crâne 4,7 mm 0,5 mm 39,7 mm 0 0 0

Cortex ∞ 0,6 mm 29,6 mm 4, 9 · 10−9 cm2/s 1, 3 · 10−8 cm2/s 9, 8 · 10−9 cm2/s

8À priori, il n'y a aucune raison pour que la dynamique de centres de di�usion dans la tête humaine
soit brownienne. Toutefois, nous avons trouvé que le modèle brownien décrit les données mieux que les
autres modèles aussi simples (mouvement balistique ou écoulement aléatoire).
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1.3. Détection de l'activité cérébrale par corrélation temporelle de la lumière di�usée

Fig. 1.6 � L'expérience consiste à illu-
miner la tête du patient droitier par
un faisceau laser (longueur d'onde 802
nm) à l'aide d'une �bre optique et à
mesurer la corrélation g2(τ) de la lumière
multiplement di�usée en utilisant une
deuxième �bre, placée à une distance de
l'ordre de 20 mm de la première, et un
corrélateur numérique. La lumière pénètre
dans le cortex cérébral à travers la peau
et le crâne. La décroissance plus ou moins
rapide de g2(τ) témoigne de l'activité
cérébrale dans la zone C3 du cortex,
cette zone étant située à proximité des
�bres. L'activité cérébrale dans la zone
C3 est stimulée par des mouvements que
le patient e�ectue avec les doigts de sa
main droite, par contre les mouvements
des doigts de sa main gauche ne doivent
stimuler aucune activité dans la zone C3
du cortex. Il est important de noter que
toute la procédure est non invasive. Cette
�gure est créée à partir des images trouvées
sur les sites web simpsonovi.comics.cz,
www.simpsonstrivia.com.ar et www.
correlator.com.

Fig. 1.7 � Le modèle à trois couches de
la structure optique de la tête humaine
que nous utilisons pour décrire les résul-
tats de l'expérience illustrée par la Fig. 1.6.
La première couche représente la peau, la
deuxième � le crâne, et le troisième � le
cortex cérébral. Une couche �ne et trans-
parente du liquide cérébrospinale entre le
cortex est le crâne est négligée dans la prin-
cipale partie de notre analyse. Nous mon-
trons à posteriori que son rôle est impor-
tant pour l'étude quantitative de l'activité
cérébrale, mais n'a�ecte guère nos conclu-
sions qualitatives. L'encadré montre une
image de la structure de la tête humaine
obtenue par l'imagerie à résonance magné-
tique nucléaire.
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Fig. 1.8 � Fonctions de corrélation g2(τ) mesurées dans l'expérience de la Fig. 1.6 lorsque
le patient droitier e�ectue des mouvements avec les doigts de sa main droite (stimulation
controlatérale, �gure à gauche, courbe inférieure) ou n'e�ectue aucun mouvement (�gure
à gauche, courbe supérieure). On voit clairement que la fonction de corrélation décroît
plus vite dans le premier cas. Si les mouvement sont e�ectués par les doigts de la main
gauche (stimulation ipsilatérale), l'e�et est moins fort (�gure à droite, courbe supérieure).
La correspondance entre la théorie (lignes continues obtenues avec les paramètres de la
Tab. 1.1) et les données (symboles) est très bonne.

1.4 Spectroscopie des ondes di�usées avec les corré-
lations de longue portée

La corrélation g2(τ) dont nous avons discuté dans les sections précédentes de ce chapitre
est une corrélation de courte portée (une corrélation de type C1). La corrélation de longue
portée C2(τ) a été mesurée, pour la première fois, par F. Sche�old et coll. [25].9 Elle peut
être calculée en utilisant la méthode de Langevin [29, 30].10

L'idée de la méthode de Langevin consiste à considérer chaque point d'espace où
l'intensité I(r, t) s'écarte de sa valeur moyenne 〈I(r)〉 comme une � source secondaire �.
Les ondes émises par ces sources se propagent par di�usion. Il en résulte une corrélation
entre I(r1) et I(r2), où r1 et r2 sont deux points distants. Pour trouver cette corrélation, on
écrit une équation de di�usion pour la �uctuation de l'intensité δI(r, t) = I(r, t)−〈I(r)〉 :

∂

∂t
δI(r, t)−D∇2δI(r, t) = −∇ · jext(r, t), (1.11)

9La corrélation fréquentielle C2(∆ω) a été étudiée par A. Genack et coll. dans un guide d'ondes
désordonné [49] et par M.P. van Albada et coll. dans une tranche tridimensionnelle [27, 28].

10L'utilisation de la méthode de Langevin donne les mêmes résultats qu'un calcul plus rigoureux qui
consiste à joindre 4 propagateurs en échelle par intermédiaire d'un vertex appelé la � boite de Hikami �,
cf. Fig. 3.4(b).
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1.4. Spectroscopie des ondes di�usées avec les corrélations de longue portée
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Fig. 1.9 � Représentation schématique de
l'expérience de mesure des corrélations de
longue portée (C2). Un faisceau laser est fo-
calisé en une tache de quelques microns à
la surface d'une suspension de petites par-
ticules diélectriques (épaisseur de l'échan-
tillon L = 0, 5 mm, libre parcours moyen
de transport `∗ = 0, 7 µm). Toute la lu-
mière transmise est collectée par une �bre
optique multi-mode.

Fig. 1.10 � Corrélation temporelle de la lu-
mière transmise dans l'expérience de la Fig.
1.9 pour di�érentes tailles w de la tache fo-
cale. Les lignes montrent les régressions ef-
fectuées à partir de l'Éq. (1.13).

où D = c`/3 est le coe�cient de di�usion de la lumière, c est la vitesse de la lumière,11
et jext(r, t) sont les sources aléatoires qui s'annulent en moyenne et dont la corrélation est
donnée par

〈j(i)
ext(r, t)j

(j)
ext(r1, t1)〉 =

2π`c2

3k2
|〈ψ(r, t)ψ∗(r, t1)〉|2 δijδ(r− r1). (1.12)

On voit que la corrélation C1 = |〈ψ(r, t)ψ∗(r, t1)〉|2 joue, en quelque sort, le rôle d'une
source pour la corrélation de type C2. Pour un milieu désordonné in�ni où les di�useurs
sont animés par un mouvement brownien, les Éqs. (1.11) et (1.12) donnent, typiquement,
une corrélation 〈δI(r, t)δI(r1, t1)〉 de l'ordre de 1/(k`)2 ¿ 1. Elle décroît comme 1/ |r− r1|
avec la distance entre r et r1 et comme 1/

√
τ avec le temps τ = |t− t1|.

Nous avons calculé la corrélation C2 pour une situation qui correspond aux expé-
riences e�ectuées récemment dans le laboratoire de Frank Sche�old (Université de Fri-
bourg, Suisse). Dans ces expériences, on focalise un faisceau laser sur la surface d'un
échantillon désordonné puis on collecte toute la lumière transmise avec une �bre optique
multi-mode (cf. Fig. 1.9). On mesure donc le coe�cient de transmission totale T (t). La
forte focalisation du faisceau incident favorise les croisement de chemins des ondes par-
tielles dans le milieu, et on peut monter que ce sont ces croisements qui sont à l'origine

11La vitesse dans la dé�nition de D n'est pas égale à c dans l'équation d'onde (1). Plus rigoureusement,
c'est la vitesse de transport d'énergie qui entre dans l'expression de D [31].
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Chapitre 1. Spectroscopie, imagerie, et microscopie des ondes di�usées

de la corrélation C2. Le résultat de notre calcul est

C2(τ) =
〈T (t)T (t+ τ)〉

〈T (t)〉2 − 1 =
2

3g
exp

(
3τ

4τ2

) [
1− Φ

(√
3τ

4τ2

)]
, (1.13)

où Φ est la fonction d'erreur, τ2 = τ0(`
∗/w)2, g = (4/9)

√
2/πk2`∗w, et où nous avons

supposé que la taille de la tache focale w est plus petite que l'épaisseur de l'échantillon
L.12 Cette formule décrit bien les résultats expérimentaux (cf. Fig. 1.10), lorsque l'on
ajuste g et τ2. Les valeurs g ∼ 103 et τ2 ∼ 10−5�10−4 s qui donnent le meilleur accord
avec les données sont proches des valeurs calculées à partir de w, `∗, k et τ0.

La corrélation C2(τ) a une magnitude très faible : C2(τ) ∼ 10−3, tandis que C1(τ) =
g2(τ) ∼ 1. En même temps, la décroissance de C2 en temps est beaucoup plus lente que
celle de C1 : C2 ∼ 1/

√
τ , tandis que C1 ∼ exp(−τ/τ1). C2 est donc de longue portée

en temps. La faible magnitude de C2 et la di�culté de mesure qui en découle sont les
principaux obstacles à son application comme sonde des milieux désordonnés. L'existence
des corrélations de longue portée dans les �gures de tavelures dynamiques, bien établie
à ce jour, reste un phénomène fondamental très intéressant qui n'a pas encore trouvé
d'applications pratiques.

1.5 Corrélations non universelles pour une microsco-
pie des milieux désordonnés

La corrélation du champ g1(r, τ) et les corrélations et de l'intensité C1 et C2, dont nous
avons discuté dans les sections précédentes, peuvent être utilisées pour faire de l'imagerie
d'un milieu di�usant. Toutefois, la résolution spatiale d'une telle méthode d'imagerie est
limitée par le libre parcours moyen `∗ de la lumière dans le milieu. Cette limitation est due
au caractère di�usif des processus qui sont à l'origine de ces corrélations : après tout, la
corrélation du champ G1(r, τ) obéit à une équation de di�usion (1.7) ! Toutefois, il existe
une possibilité (du moins, une possibilité théorique) de visualiser un milieu désordonné
avec une résolution spatiale bien supérieure à `∗ et même allant jusqu'à la limite ultime
de toutes les méthodes d'imagerie optique, la longueur d'onde λ. Une telle �microscopie �
des milieux di�usants n'est pas réalisée à ce jour. Le but de cette section est de présenter
des résultats théoriques qui suggèrent que la microscopie des milieux désordonnés doit
être possible.

L'idée est d'utiliser un autre type de corrélation de l'intensité di�usée, non pas la
corrélation de type C1 ou C2, mais une corrélation de type C0. C0 est une corrélation de
portée in�nie qui a été proposée par Boris Shapiro [12]. Cette corrélation,

C0(∆r, τ) =
〈δI(r, t)δI(r + ∆r, t+ τ)〉

〈I(r)〉〈I(r + ∆r)〉 , ∆r À `, (1.14)

n'a une magnitude considérable que pour les ondes provenant d'une source très petite
dont la taille est inférieure ou comparable à la longueur d'onde λ. Pour une source bien

12C2(τ) a été considéré par Berkovits et Feng dans la limite opposée de w À L [7]. Notre résultat est
similaire à ce obtenu par de Boer et coll. pour C2(∆ω) [28].
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1.5. Corrélations non universelles pour une microscopie des milieux désordonnés

Fig. 1.11 � Le diagramme pour la fonction
de corrélation de l'intensité C0. Les L dé-
notent les propagateurs en échelle (� ladder
propagators �) correspondant à l'instant t
(celui de gauche) et à l'instant t + τ (ce-
lui de droite). Les lignes pleines dénotent
les fonctions de Green moyennes G (avec
les �èches vers r et r + ∆r) et G∗ (avec
les �èches vers r0). Le vertex V localisé au
point r0 est détaillé sur la Fig. 1.12.

Fig. 1.12 � Les diagrammes qui contri-
buent au vertex V de la Fig. 1.11. Les lignes
dénotent les fonctions de Green moyennes
G∗ (celles avec les �èches vers r0) et G
(celles avec les �èches dans le sens opposé).
Dans chaque diagramme, les lignes qui vont
de r0 à r2 correspondent à l'instant t, et
celles qui vont de r0 à r3 à l'instant t+τ . Les
croix symbolisent la di�usion (un facteur
k2

0 est associé à chaque croix). Les lignes
pointillées dénotent les fonctions de corré-
lation des �uctuations de constante diélec-
trique. Des intégrations doivent être e�ec-
tuées sur r1, r2, r3 et r4. r0 est la position
de la source.

plus petite que λ, la magnitude de C0 est de l'ordre de 1/k`.13 On voit donc que dans
un milieu faiblement di�usant (k` À 1), C0 est beaucoup plus faible que la corrélation
C1 ∼ 1. Malgré cela, on peut espérer à mesurer C0 et la distinguer de C1 en utilisant sa
portée in�nie en espace : le calcul (cf. Figs. 1.11 et 1.12) montre que C0 ne décroît pas
avec la distance ∆r entre les points de mesure ! Plus précisément, dans un milieu in�ni
avec les centres de di�usion animés par un mouvement brownien on trouve

C0(∆r, τ) ' π

k`





1− 8
π3/2

√
τ
τ0
, pour τ ¿ τ0,

(
τ0

4πτ

)3/2
, pour τ À τ0,

(1.15)

13Dans cette section, nous nous limitons à la di�usion isotrope et mettons `∗ = `. Dans le cas d'une
di�usion anisotrope, le calcul de C0 se complique considérablement.
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Chapitre 1. Spectroscopie, imagerie, et microscopie des ondes di�usées

avec le même τ0 = (k2DB)−1 que dans l'Éq. (1.5). Il doit donc être possible de mesurer C0

pour deux points de mesure éloignés de la source (|r| À `, |r + ∆r| À `) et l'un de l'autre
(|∆r| À `). Dans ce cas, le terme C0 doit donner la contribution principale à la fonction
de corrélation car tous les autres termes sont beaucoup plus faibles (C1 est négligeable
pour |∆r| > `, C2 ∼ 1/(k`)2 ¿ C0 et C3 ∼ 1/(k`)4 ¿ C0 [4, 7]).

Une particularité très importante de C0 par rapport aux autres corrélations est sa
sensibilité à la structure du désordre à la proximité de la source. En fait, on peut montrer
que le libre parcours moyen ` et le temps τ0 dans l'expression (1.15) ont les valeurs
correspondant à une région d'espace de taille de l'ordre de λ autour de la source. Si les
paramètres du milieu sont fonctions de la position, C0 ne sera sensible qu'à leurs valeurs
à proximité immédiate de la source. En mesurant C0 très loin de la source, on peut donc
en déduire les propriétés du désordre (au moins ` et τ0) près de la source, et cela avec une
résolution spatiale de l'ordre de λ !

On peut se demander si C0 est liée aux autres quantités caractérisant un milieu désor-
donné et, plus généralement, à quoi sommes nous sensibles lorsque nous mesurons C0 ? La
réponse à cette question est assez surprenante : apparemment, la corrélation C0 ne re�ète
rien d'autre que la corrélation de la densité d'état locale ρ(r, t) au point source r0 :

C0(∆r, τ) =
〈δρ(r0, t)δρ(r0, t+ τ)〉

〈ρ(r0, t)〉2 . (1.16)

En particulier, pour τ = 0 on conclut que C0 est égale à la variance de la densité d'état
locale 〈δρ(r0, t)

2〉/〈ρ(r0, t)〉2. Cela veut dire qu'en mesurant la corrélation de l'intensité
di�usée très loin d'une source ponctuelle, on a accès à la �uctuation et à la corrélation
temporelle de la densité d'état locale au point source. Sous condition d'avoir un moyen
de contrôle de la position d'une source de petite taille (par exemple, un atome ou une
molécule �uorescente, une �bre optique avec une ouverture inférieure à λ, etc.), nous
avons donc une possibilité d'e�ectuer une �microscopie de la densité d'état locale � dans
un milieu désordonné. Cette possibilité n'est pour le moment que purement théorique et
elle n'a pas encore été con�rmée expérimentalement, mais nous sommes persuadés que
cela n'est qu'une question de temps !
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Chapitre 2

Figures de tavelures en milieux
désordonnés et non linéaires

Ce chapitre est basé sur les publications suivantes :
• S.E. Skipetrov et R. Maynard, � Instabilities of waves in nonlinear disordered me-

dia �, Phys. Rev. Lett. 85, 736 (2000).
• S.E. Skipetrov, �Temporal �uctuations of waves in weakly nonlinear disordered

media �, Phys. Rev. E 63, 056614 (2001).
• S.E. Skipetrov, � Langevin description of speckle dynamics in nonlinear disordered

media �, Phys. Rev. E 67, 016601 (2003).
• S.E. Skipetrov, � Instability of speckle patterns in random media with noninstanta-

neous Kerr nonlinearity �, Optics Letters 28, 646 (2003).
• S.E. Skipetrov, �Dynamic instability of speckle patterns in nonlinear random me-

dia �, J. Opt. Soc. Am. B 21, 168 (2004).

2.1 Équation d'onde non linéaire et e�et Kerr optique
Dans ce chapitre nous allons considérer la propagation des ondes en milieux dits � non
linéaires �. Cette dénomination est utilisée pour les milieux dont la réponse optique dépend
de l'intensité de l'onde. Naturellement, la description mathématique de la propagation des
ondes dans les milieux non linéaires fait appel aux équations di�érentielles non linéaires.
Nous allons nous concentrer sur l'équation d'onde non linéaire :

∇2Ψ(r, t)− 1

c2
∂2

∂t2

{[
1 + δε(r) + ε2 |Ψ(r, t)|2

]
Ψ(r, t)

}
= s(r) exp(−iω0t), (2.1)

où on peut identi�er la � constante diélectrique non linéaire � ε(r, t) = 1 + δε(r) +
ε2 |Ψ(r, t)|2. Cette dernière est constituée de deux contributions. La partie linéaire de
ε(r, t), 1 + δε(r), décrit le désordre. La partie non linéaire de ε(r, t), ε2 |Ψ(r, t)|2, est pro-
portionnelle à l'intensité de l'onde I(r, t) = |Ψ(r, t)|2. Cette proportionnalité peut avoir
lieu dans les milieux qui manifestent l'e�et Kerr optique. Cet e�et est généralement faible :
le coe�cient de non-linéarité ε2 est petit dans la plupart de matériaux et la partie non li-
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Chapitre 2. Figures de tavelures en milieux désordonnés et non linéaires

néaire de la constante diélectrique ε2I est très inférieure à 1 pour les intensités I réalistes.14
La proportionnalité de la constante diélectrique à l'intensité brise le principe de superpo-
sition et empêche la représentation de la propagation ondulatoire par une somme d'ondes
partielles indépendantes (comme sur la Fig. 1.1). La constante diélectrique � ressentie �
par un chemin donné est maintenant a�ectée par tous les autres chemins (cf. Fig. 2.1).
Dans la plupart de milieux, la réponse non linéaire n'est pas instantanée, comme c'est le
cas dans l'Éq. (2.1), mais apparaît avec un certain retard. Bien que ce retard complique
l'analyse, il est possible de le prendre en compte et il ne modi�e pas nos résultats de façon
qualitative. Pour cette raison, nous n'allons pas considérer le retard de la réponse non
linéaire dans ce mémoire.

D'une part, il est très tentant de poser Ψ(r, t) = ψ(r) exp(−iω0t) et de réduire l'Éq.
(2.1) à une équation stationnaire pour ψ(r). La situation stationnaire a été considérée
précédemment par Agranovich et Kravtsov [33], de Boer et coll. [34] et Heidereich et coll.
[35]. Dans ce cas, l'intensité I(r) = |ψ(r)|2 est indépendante du temps, ce que veut dire
que la �gure de tavelures est stationnaire et elle ne représente pas beaucoup d'intérêt
dans le cadre de ce mémoire qui porte sur sa dynamique. D'autre part, il est connu
que les équations non linéaires peuvent impliquer l'instabilité des solutions stationnaires.
Autrement dit, une solution sous forme ψ(r) exp(−iω0t) peut toujours exister (et on a bien
le droit de l'étudier !), mais elle serait instable par rapport aux faibles perturbations et, par
conséquent, elle ne se réalisera jamais dans une expérience. Pour décrire une expérience
réaliste, on peut toujours mettre Ψ(r, t) sous la forme Ψ(r, t) = ψ(r, t) exp(−iω0t), mais
il faut garder la dépendance temporelle de ψ. A�n de pouvoir avancer dans notre analyse
malgré cette complication, nous allons supposer que la variation temporelle de l'enveloppe
ψ(r, t) est extrêmement lente. Par ailleurs, nous n'allons considérer qu'une non-linéarité
faible (le sens du mot � faible � sera clari�é plus tard), car cela nous autorisera à la traiter
par la méthode de perturbations. En même temps, nous nous limitons dans ce chapitre
(tout comme dans le chapitre précédent) au cas d'un désordre faible, tel que k` À 1 et
nous supposons que les e�ets de localisation forte ne se manifestent pas.

2.2 Méthode de Langevin
Dans la limite d'une faible non-linéarité, il est logique de supposer que l'intensité moyenne
a le même comportement di�usif que dans un milieu linéaire :15

− `
3
∇2〈I(r)〉 = P (r), (2.2)

où 〈I(r)〉 ne dépend pas du temps car la source P (r) est stationnaire. On peut e�ecti-
vement démontrer cela rigoureusement et on peut même montrer que le libre parcours
moyen ` de l'onde peut être pris égal à sa valeur dans un milieu linéaire, si

(∆n)2k`¿ 1, (2.3)
14Dans certains matériaux (tels que les cristaux liquides nématiques, par exemple) la non-linéarité peut

être très forte et la partie non linéaire de l'indice de réfraction peut atteindre des valeurs de l'ordre de
0,1 pour les intensités tout à fait réalistes [32].

15Nous ne considérons que le cas d'une di�usion isotrope : `∗ = `.
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2.2. Méthode de Langevin

Fig. 2.1 � Représentation schématique de
la propagation d'une onde dans un milieu
désordonné et non linéaire. Contrairement
au cas d'un milieu linéaire, les di�érents
chemins ne sont plus indépendants : le che-
min pointillé modi�e la constante diélec-
trique ressentie par le chemin représenté
par une ligne pleine et réciproquement.

Fig. 2.2 � Le diagramme (a) donne la cor-
rélation des sources de Langevin jext(r, t).
Les lignes pleines dénotent le champ ψ et
le champ conjugué ψ∗. Les lignes pointillées
symbolisent les di�usions de ψ et ψ∗ par les
mêmes hétérogénéités. Les diagrammes (b)
et (c) sont obtenus par di�érentiation fonc-
tionnelle du diagramme (a) et ils contri-
buent à la fonction de corrélation de fonc-
tions de réponse q(r, r′, t − t′). Les lignes
ondulées correspondent aux facteurs k2.

où ∆n = n2〈I(r)〉 est la valeur typique de la partie non linéaire de l'indice de réfraction
n(r, t) =

√
ε(r) + ε2I(r, t) ' n0(r) + n2I(r, t) dans le milieu. Nous constatons donc que

dans la limite d'un faible désordre, dé�nie par l'Éq. (2.3), l'intensité moyenne n'est pas
a�ectée par la non-linéarité.

Considérons maintenant les �uctuations de l'intensité δI(r, t) = I(r, t) − 〈I(r)〉. Ces
�uctuations sont caractérisées par une corrélation de courte portée C1 qui, si la condition
(2.3) est véri�ée, reste identique à celle dans un milieu linéaire, et par une corrélation
de longue portée C2. Dans un milieu linéaire, cette dernière peut être calculée par la
méthode de Langevin que nous avons introduite dans la Sect. 1.4. Nous allons maintenant
généraliser la méthode de Langevin aux milieux non linéaires. Cela nous permettra de
décrire le mécanisme de rétroaction qui s'établit entre les sources de Langevin jext(r, t) et
les �uctuations de l'intensité dans un milieu non linéaire. Établissons d'abord un lien entre
une variation in�nitésimale de la constante diélectrique du milieu ∆ε(r, t) et la variation
∆jext(r, t) des courants de Langevin que ∆ε(r, t) provoque. De façon très générale, on
peut écrire

∆jext(r, t) =
∫

V

d3r′
t∫

−∞
dt′q(r, r′, t− t′)∆ε(r′, t′). (2.4)

Cette équation exprime tout simplement le fait qu'une variation de la constante diélec-
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trique dans un endroit donné r′ à l'instant t′ peut, en principe, provoquer un changement
de l'intensité I(r, t), et donc des courants jext(r, t), dans un autre endroit r à l'instant t
postérieur à t′. Les � fonctions de réponse � q(r, r′, t− t′) = δjext(r, t)/δε(r

′, t′) sont aléa-
toires. Leurs moyennes s'annulent et leurs corrélations 〈q(i)(r, r′,∆t)q(j)(r1, r

′
1,∆t1)〉 sont

données par les diagrammes (b) et (c) de la Fig. 2.2. Ces diagrammes sont obtenus par
di�érentiation fonctionnelle de l'Éq. (1.12).

Nous remarquons maintenant que la partie linéaire de la constante diélectrique 1+δε(r)
ne varie pas, car le désordre est supposé statique, et elle ne contribue donc pas à ∆ε
dans l'Éq. (2.4). Par contre, la partie non linéaire ε2I(r, t) de la constante diélectrique
peut varier et c'est elle qu'il faut mettre dans l'Éq. (2.4) à la place de ε. Finalement, en
supposant que les variations ∆jext(r, t) et ∆ε(r′, t′) se produisent pendant un intervalle de
temps δt → 0 et en divisant l'Éq. (2.4) par δt, on obtient une équation dynamique pour
jext(r, t) :

∂

∂t
jext(r, t) = ε2

∫

V

d3r′
∞∫

0

d∆t q(r, r′,∆t)
∂

∂t
δI(r′, t−∆t). (2.5)

Les équations (1.11) et (2.5) sont des équations auto-cohérentes. La première équation
décrit l'évolution des �uctuations de l'intensité dues aux courants de Langevin, tandis
que la deuxième équation décrit le mécanisme de rétroaction qui modi�e les courants de
Langevin en fonction des �uctuations de l'intensité.

2.3 Analyse de stabilité
En l'absence de non-linéarité (ε2 = 0), l'équation d'onde (2.1) a une solution stationnaire
Ψ(r, t) = ψ(r) exp(−iω0t). Cette solution est unique et stable par rapport aux faibles per-
turbations externes. Cela correspond à une �gure de tavelures statiques I(r) = |ψ(r)|2.
Étudions maintenant la stabilité d'une solution stationnaire Ψ(r, t) = ψ(r) exp(−iω0t)
et de la �gure de tavelures statiques I(r) = |ψ(r)|2 dans un milieu non linéaire, où la
non-linéarité est faible dans le sens de l'Éq. (2.3). Nous considérons une excitation in�ni-
tésimale δI(r, t) = δI(r, ν) exp(iνt) de I(r) dans un milieu de taille L.16 Après substitution
de cette expression et d'une expression similaire pour jext(r, t) dans les Éqs. (1.11) et (2.5),
on obtient une équation qui lie la fréquence complexe ν = Ω− iΛ de l'excitation et le pa-
ramètre de bifurcation p = (∆n)2(L/`)3. Cette équation est trop longue et complexe pour
être présentée ici ; en plus, elle ne peut être résolue que numériquement. Nous présentons
la surface p(Ω,Λ) décrite par cette équation sur la Fig. 2.3. Si l'exposant de Lyapunov
Λ correspondant à la fréquence Ω de l'excitation est négatif, l'amplitude d'une telle exci-
tation décroît exponentiellement en temps et l'excitation disparaît. Par contre, si Λ > 0,
l'amplitude de l'excitation croît exponentiellement. Cela est un signe d'une instabilité de
la �gure de tavelures stationnaires par rapport aux faibles excitations périodiques.

Il se trouve que pour p inférieur à une valeur critique pc de l'ordre de 1, les exposants
16À partir d'ici, notre analyse est plutôt qualitative et ne prend pas en compte la forme exacte du

milieu (une sphère, un cube, etc.).
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2.4. Quelques commentaires

Fig. 2.3 � La surface qui décrit la stabi-
lité de la �gure de tavelures dans un mi-
lieu désordonné et non linéaire de taille L.
La fréquence d'excitation Ω et l'exposant
de Lyapunov Λ sont donnés en unités de
ΩD = D/L2. Pour une valeur donnée du
paramètre de bifurcation p la surface dé�-
nit Λ en fonction de Ω. Si Λ > 0, la �gure
de tavelures stationnaires est instable par
rapport aux excitations périodiques de fré-
quence Ω.

Fig. 2.4 � Le � diagramme de phase � de
la �gure de tavelures dans un milieu désor-
donné et non linéaire de taille L. La �gure
de tavelures est instable par rapport aux
excitations de fréquence Ω lorsque le para-
mètre de bifurcation p est supérieur à une
valeur critique de l'ordre de 1 montrée sur
la �gure. L'encadré montre la valeur maxi-
male de l'exposant de Lyapunov en fonc-
tion de p.

de Lyapunov Λ sont négatifs pour toutes fréquences Ω.17 Cela veut dire que toute exci-
tation de la �gure de tavelures stationnaires, quelle que soit sa fréquence, est atténuée
exponentiellement au cours du temps. Par conséquent, les tavelures sont stables par rap-
port aux faibles perturbations, lorsque p < 1. Par contre, pour p > 1 un intervalle de
fréquences 0 < Ω < Ωmax (un � intervalle d'instabilité �) s'ouvre. Λ > 0 dans cet intervalle
de fréquences. La �gure de tavelures devient instable par rapport aux faibles perturbations
dynamiques dont les fréquences appartiennent à l'intervalle d'instabilité.

2.4 Quelques commentaires
L'instabilité de la �gure de tavelures au-delà d'un certain seuil de non-linéarité est le
résultat central de ce chapitre. Dans une expérience, l'instabilité doit se manifester par
des �uctuations spontanées de la �gure de tavelures. Ces dernières n'ont pas encore été
observées expérimentalement, bien qu'une première indication de leur existence vienne
de paraître [36]. Nous présentons ici quelques commentaires qui clari�ent notre résultat
théorique est montrent les problèmes qu'il pose :

17La valeur exacte de pc ne peut pas être déterminée à partir de notre analyse et, de toute façon, elle
n'est pas universelle, mais varie en fonction de la géométrie de l'échantillon et de la source d'ondes. Dans
ce mémoire, on pose pc = 1 pour simpli�er la discussion qualitative du phénomène d'instabilité.
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Chapitre 2. Figures de tavelures en milieux désordonnés et non linéaires

• Le seuil d'instabilité p ' 1 est extensif. Autrement dit, il peut être atteint même
pour une non-linéarité arbitrairement faible (∆n → 0), si la taille du milieu est
su�samment grande (L → ∞). Dans un milieu désordonné réel, l'absorption doit
être prise en compte et la taille du milieu L doit être remplacée par la longueur
d'absorption La dans la dé�nition de p, lorsque La est inférieure à L.

• La croissance exponentielle et illimitée de l'amplitude d'une excitation de la �gure
de tavelures, que l'on trouve pour Λ > 0, est une conséquence de la linéarité des Éqs.
(1.11) et (2.5). Ces équations ne s'appliquent que lorsque l'amplitude de l'excitation
δI(r, t) reste faible. Par conséquent, bien que notre analyse soit su�sante pour
démontrer l'existence de l'instabilité, elle ne permet pas une caractérisation complète
de la dynamique des �gures de tavelures au-delà du seuil d'instabilité.

• Le seuil d'instabilité croît avec la fréquence d'excitation Ω (cf. Fig. 2.4). Par consé-
quent, lorsque l'on augmente l'intensité de l'onde incidente (et donc lorsque l'on aug-
mente p), l'instabilité apparaîtra d'abord pour les excitations de basses fréquences
(Ω → 0) et ensuite pour les excitations de fréquences de plus en plus élevées. Comme
la composition spectrale des �uctuations spontanées de tavelures au-delà du seuil est
limitée aux fréquences Ω dans l'intervalle d'instabilité (c'est-à-dire aux fréquences
Ω pour lesquelles Λ > 0), on en conclut que le spectre des �uctuations doit s'élargir
et les �uctuations doivent s'accélérer lorsque p augmente.

• Pour p supérieur à 1, le spectre de fréquences pour lesquelles Λ > 0 (l'intervalle
d'instabilité) est continu et il s'étend jusqu'aux fréquences in�niment basses. Cela
laisse supposer que les �uctuations de la �gure de tavelures sont chaotiques au-delà
du seuil d'instabilité.

• Une analyse détaillée de la surface p(Ω,Λ) présentée sur la Fig. 2.3 permet d'obtenir
une estimation du temps caractéristique le plus court des �uctuations spontanées
des tavelures : τ ∼ 1/ΩD

√
p− 1 pour p− 1 ¿ 1. Dans un milieu avec une réponse

non linéaire non instantanée, τ ne peut pas être plus court que le temps de réponse
non linéaire τNL, et la courbe p(Ω) de la Fig. 2.4 croît plus vite avec Ω. En même
temps, le seuil d'instabilité � absolu � p ' 1 n'est pas a�ecté par le retard de la
réponse non linéaire car il est atteint pour Ω → 0 ¿ 1/τNL, quel que soit τNL.

• On ne connaît absolument rien sur l'amplitude des �uctuations spontanées au-delà
du seuil. Notre approche actuelle ne nous permet pas de calculer cette amplitude.
Si elle s'avérait être très faible, le phénomène d'instabilité serait di�cile à observer.
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Chapitre 3

Propagation d'impulsions courtes en
milieux fortement désordonnés

Ce chapitre est basé sur les publications suivantes :
• S.E. Skipetrov et B.A. van Tiggelen, �Dynamics of weakly localized waves �, Phys.
Rev. Lett. 92, 113901 (2004).

• S.E. Skipetrov, �Enhanced mesoscopic corrélations in dynamic speckle patterns �,
Phys. Rev. Lett. 93, 233901 (2004).

• S.E. Skipetrov et B.A. van Tiggelen, �Weak localization of short pulses in disordered
waveguides �, Acta Physica Polonica A 109, 101 (2006).

• S.E. Skipetrov et B.A. van Tiggelen, �Dynamics of Anderson localization in open
3D media �, Phys. Rev. Lett. 96, 043902 (2006).

3.1 Théorie de transport et approximation de di�usion
Dans un milieu désordonné linéaire et solide, où les centres de di�usion sont immobiles, la
�gure de tavelures n'évolue en temps que si la source d'ondes n'est pas monochromatique.
Le cas le plus simple et, en même temps important, est le cas d'une source impulsion-
nelle. La propagation d'une courte impulsion dans un milieu désordonné est décrite par
l'équation d'onde suivante :

∇2Ψ(r, t)− 1

c2
∂2

∂t2
{[1 + δε(r)] Ψ(r, t)} = s(r, t) exp(−iω0t), (3.1)

où δε(r) représente le désordre statique, ω0 est la fréquence centrale de l'impulsion, et
s(r, t) décrit l'enveloppe de l'impulsion. Pour une impulsion su�samment courte, mais
toujours plus longue que la période 2π/ω0 de l'onde, et si le désordre est faible (k`À 1),
on peut réduire l'Éq. (3.1) à une équation de di�usion pour l'intensité moyenne 〈I(r, t)〉 =
〈|Ψ(r, t)|2〉 [4] :18

∂

∂t
〈I(r, t)〉 −DB∇2〈I(r, t)〉 = P (r)δ(t), (3.2)

18Plus précisément, 〈I(r, t)〉 décrit la densité d'énergie dans le milieu. Nous allons l'appeler � intensité �
dans le cadre de ce mémoire, mais il faut bien se rappeler que sa dé�nition n'est pas identique à la dé�nition
de l'intensité dans un milieu homogène.
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Chapitre 3. Propagation d'impulsions courtes en milieux fortement désordonnés

Fig. 3.1 � Schéma de l'expérience de trans-
mission d'une impulsion courte à travers un
milieu désordonné d'épaisseur L. L'impul-
sion est multiplement di�usée dans le mi-
lieu et le coe�cient de transmission dépen-
dant du temps T (t) est mesuré.

Fig. 3.2 � Coe�cient de transmission T (t)
correspondant à l'expérience de la Fig. 3.1
calculé dans l'approximation de di�usion
(trait continu). Pour les temps longs t À
tD = (L + 2z0)

2/π2DB on trouve T (t) ∼
exp(−t/tD) (tirés). Ici z0 ∼ ` est la lon-
gueur d'extrapolation.

où DB = c`/3 est le coe�cient de di�usion de la lumière (avec �B� pour Boltzmann).19
Les conditions aux limites pour 〈I(r, t)〉 sont déterminées à partir de la condition d'an-
nulation de l'intensité di�usée entrant dans le milieu :

〈I(r, t)〉+ z0 (n · ∇) 〈I(r, t)〉 = 0, (3.3)

où z0 ∼ ` permet de décrire les ré�exions internes dues au contraste d'indice de réfraction
entre le milieu désordonné et le milieu extérieur (z0 = 2

3
` en l'absence de contraste) et n

est un vecteur unitaire normal en chaque point du bord A du milieu désordonné.
L'équation (3.2) est facile à résoudre dès que la source P (r) est spéci�ée. Pour la

transmission d'une onde plane à travers une plaque désordonnée d'épaisseur L (cf. Fig.
3.1) on pose P (r) = δ(z − `) et on trouve le coe�cient de transmission dépendant du
temps :

T (t) = −DB
∂

∂z
〈I(r, t)〉|z=L =

=
2πDB

(L+ 2z0)2

∞∑

n=1

(−1)n+1n sin

(
nπ`

L+ 2z0

)
exp

(
−n2 t

tD

)
, (3.4)

avec tD = (L + 2z0)
2/π2DB. Ce résultat est illustré sur la Fig. 3.2 et il nous servira de

référence dans les sections suivantes de ce chapitre.
Une courbe T (t) mesurée expérimentalement permet de déterminer le coe�cient de

di�usion DB. Au lieu d'accorder T (t) avec l'Éq. (3.4), on peut également pro�ter du fait
19Tout comme dans le Chap. 2, nous nous limitons au cas d'une di�usion isotrope.
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3.2. Théorie auto-cohérente de la localisation

que T (t) ∼ exp(−t/tD) pour les temps longs, et donc

DB = −(L+ 2z0)
2

π2

d

dt
lnT (t) (3.5)

pour tÀ tD.
Une analyse très similaire peut être réalisée pour le coe�cient de ré�exion R(t). Pour

la ré�exion d'un milieu semi-in�ni on obtient R(t) ∼ 1/t3/2.

3.2 Théorie auto-cohérente de la localisation
Dans la section précédente nous nous sommes servis de l'approximation de di�usion pour
étudier la transmission d'une courte impulsion à travers un milieu désordonné. Cette
même approximation a été largement utilisée dans les Chaps. 1 et 2 de ce mémoire, et
cela peut donner l'impression de son � universalité � et de sa validité dans toutes cir-
constances. Toutefois, on peut facilement identi�er des processus qui ne sont pas pris en
compte dans l'approximation de di�usion. Si l'on représente le champ d'une onde dans
un milieu désordonné sous forme d'une somme des champs correspondant à di�érentes
ondes partielles dont chacune suit son propre chemin, l'intensité (qui, elle, est égale au
carré du champ) sera représentée par une somme double de toute les paires de chemins
possibles. Dans l'approximation de di�usion, on ne retient que les paires composés de deux
chemins identiques (les diagrammes en échelle ou les � ladder diagrams � en anglais), cf.
Fig. 3.3(a). En même temps, il peut y avoir des chemins qui ne di�èrent que par une
� boucle � qu'ils parcourent en sens opposés (les diagrammes croisés ou les �maximally
crossed diagrams � en anglais), cf. Fig. 3.3(b). C'est ce type de processus qui donnent
la correction la plus importante (la correction dite de � localisation faible �) à l'approxi-
mation de di�usion. Plus formellement, le diagramme qui décrit la localisation faible est
présenté sur la Fig. 3.4(a). Les e�ets décrits par ce diagramme ne sont pas négligeables
lorsque le nombre de Thouless δ = δω/∆ω ou le produit k` sont de l'ordre de un. Ici δω
est la largeur typique d'un quasi-mode et ∆ω est l'espacement entre les quasi-modes dans
le milieu. ∆ω ∼ 1/ρV (avec ρ la densité d'états moyenne est V le volume de l'échantillon)
est l'inverse du temps tH , appelé le temps de Heisenberg, qu'il faut pour que l'onde visite
tout l'échantillon, et δω est l'inverse du temps de vie d'un quasi-mode typique. δω 6= 0
pour un milieu désordonné ouvert parce que les ondes peuvent s'échapper du milieu. Pour
un guide d'ondes désordonné, par exemple, δ ' g = k2A`/3πL, où g est la conductance
sans dimension, L est la longueur et A est la section transverse du guide. La condition
δ < 1 (le critère de Thouless) peut donc être satisfaite même pour un désordre faible,
k`À 1, si L est su�samment grand. Par contre, dans un milieu tridimensionnel de taille
L À ` (une sphère, un cube, ou bien une tranche) δ ne peut être inférieur à 1 que pour
k` < 1 (le critère de Io�e-Regel). Si k` > 1, δω = 1/tD ∼ DB/L

2 et δ À 1.
Lorsque k` ou δ deviennent inférieurs à 1, on entre dans un nouveau régime de propa-

gation. On l'appelle la � localisation forte � ou la � localisation de Anderson � : les e�ets
d'interférences dus aux paires de chemins dessinés sur la Fig. 3.3(b) deviennent dominants
et l'approximation de di�usion cesse d'être valable [13, 39]. En même temps, prendre en
compte le diagramme de la Fig. 3.4(a) n'est plus su�sant dans ce régime et il faut aussi
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Chapitre 3. Propagation d'impulsions courtes en milieux fortement désordonnés

Fig. 3.3 � (a) Paires de chemins que l'on
prend en compte dans l'approximation de
di�usion et qui donnent l'équation de dif-
fusion (3.2) pour l'intensité moyenne. Les
deux chemins doivent être identiques pour
contribuer à l'Éq. (3.2). (b) Les chemins
qui donnent la première correction à l'ap-
proximation de di�usion (la correction dite
de � localisation faible �). Les deux che-
mins sont identiques partout, excepté une
� boucle � qu'ils décrivent dans des sens op-
posés.

Fig. 3.4 � (a) Le diagramme qui donne la
correction de localisation faible à l'intensité
moyenne 〈I(r, t)〉 pour une source d'ondes
à l'origine. Les lignes pleines correspondent
aux fonctions de Green moyennes G (celles
avec les �èches vers r) et les fonctions de
Green conjugées G∗ (celles avec les �èches
dans le sens opposé). Les lignes pointillées
dénotent les fonctions de corrélation de la
constante diélectrique. (b) La � boîte de Hi-
kami � [37, 38] utilisée dans la �gure (a).

tenir compte des diagrammes contenants plusieurs boîtes de Hikami dont une est détaillée
sur la Fig. 3.4(b). La sommation de la série diagrammatique qui en résulte a été e�ec-
tuée par Vollhardt et Wöl�e dans les années 1980 et le résultat est connu sous le nom de
� théorie auto-cohérente de la localisation � [40, 41]. Dans sa forme initiale, cette théorie
ne tient pas correctement compte de la taille �nie du milieu et des conditions aux limites.
Van Tiggelen et coll. [42] ont généralisé la théorie de Vollhardt et Wöl�e en incluant un
traitement auto-cohérent des bords du milieu. Leur résultat �nal peut être présenté sous
forme d'une équation de di�usion,

[−iΩ−∇ · D(r,Ω)∇]C(r, r′,Ω) = δ(r− r′), (3.6)

pour la fonction de Green de l'intensité C(r, r′,Ω), complétée par une équation auto-
cohérente pour le coe�cient de di�usion D(r,Ω) :

1

D(r,Ω)
=

1

DB

+
12π

k2`
C(r, r,Ω). (3.7)

L'intensité moyenne 〈I(r, t)〉 due à une source d'ondes au point r′ est obtenue par une
transformée de Fourier de C(r, r′,Ω). Les équations (3.6) et (3.7) doivent être résolues
avec la condition C + z0[D(r,Ω)/DB](n · ∇C) = 0 aux bords du milieu désordonné.
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3.3. Localisation d'ondes dans un guide d'ondes désordonné

Une particularité très importante des Éqs. (3.6) et (3.7) est la variation spatiale du
coe�cient de di�usion D(r,Ω). La nécessité d'introduire D dépendant de r apparaît na-
turellement lorsque l'on dérive ces équations. Nous considérons la dépendance de D en
r essentielle pour garder le caractère auto-cohérent de la théorie. Une autre version de
la théorie auto-cohérente a été présentée par Cheung et coll. [43, 44]. Cette version évite
de travailler avec D dépendant de r en le remplaçant par sa moyenne spatiale. Bien que
cela apporte des simpli�cations évidentes dans l'analyse mathématique du problème, nous
insistons ici sur le fait que la variation spatiale de D est essentielle pour l'auto-cohérence
de la théorie et pour son applicabilité dans le régime de localisation forte.

3.3 Localisation d'ondes dans un guide d'ondes désor-
donné

Un guide d'ondes désordonné � un tuyau de longueur L et de section transverse A =
WxWy avec Wx,y < ` � est une géométrie expérimentale importante parce qu'elle cor-
respond à un �l conducteur désordonné. Dans ce système, le régime de localisation forte
peut être atteint en augmentant la longueur L du guide jusqu'à ce que g = k2A`/3πL
deviennent inférieur à 1, et cela pour un milieu faiblement désordonné (k` À 1). Les
expériences de transmission de courtes impulsions à travers un tel guide d'ondes ont été
e�ectuées par A. Chabanov et coll., qui ont observé des déviations de T (t) de l'Éq. (3.4)
pour g ∼ 5�10 [45]. Pour rendre ces déviations plus évidentes, ils ont choisi de calculer le
coe�cient de di�usion dépendant du temps,

D(t) = −(L+ 2z0)
2

π2

d

dt
lnT (t), (3.8)

qu'ils ont dé�ni par analogie avec l'Éq. (3.5). Si l'approximation de di�usion s'appliquait
dans cette expérience, on aurait trouvé D(t) convergeant vers une valeur constante D =
DB pour t > tD. En fait, l'expérience a donné D(t) décroissant avec t pour t > tD.
L'approche auto-cohérente présentée dans la Sect. 3.2 nous permet d'interpréter ce résultat
comme une manifestation des e�ets de localisation. La résolution des Éqs. (3.6) et (3.7)
pour les paramètres expérimentaux nous a permis d'obtenir des régressions des données
(cf. Fig. 3.5).

Sur la Fig. 3.5, on observe clairement que D(t) décroît au cours du temps et que cette
décroissance est bien décrite par la théorie. Pour g À 1, les Éqs. (3.6) et (3.7) peuvent
aussi être traitées analytiquement par la méthode de perturbations. Pour t > tD on obtient

D(t)

DB

= 1 +
3

2π2g
− 2

π2g

t

tD
. (3.9)

La décroissance linéaire de D(t) avec t est en accord avec la Fig. 3.5. On voit aussi que
l'Éq. (3.9) ne peut s'appliquer que pour t < gtD ' tH (au-delà de tH l'équation donne
des valeurs négatives pour D). Le temps de Heisenberg tH ' gtD est égal à l'inverse
de l'espacement moyen entre les fréquences propres du milieu désordonné. Au-delà de
tH non seulement l'Éq. (3.9) ne s'applique plus, mais aussi les équations de base de la
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Chapitre 3. Propagation d'impulsions courtes en milieux fortement désordonnés

Fig. 3.5 � Données de A. Chabanov et coll.
[45] pour le coe�cient de di�usion dépen-
dant du temps (points). Les trois courbes
correspondent à trois échantillons de lon-
gueurs L = 61 cm (A), L = 90 cm (B)
et L = 183 cm (C). Les lignes continues
sont obtenues en résolvant les Éqs. (3.6) et
(3.7) pour g = 9 (A), 7.5 (B), et 4 (C). Ces
valeurs sont de 14% à 33% plus grandes
que les valeurs de g estimées expérimen-
talement. L'encadré montre la fonction de
fuite PT (α) dont la transformée de Laplace
donne T (t).

Fig. 3.6 � Coe�cient de ré�exion d'un
guide d'ondes semi-in�ni. Le nombre de ca-
naux transverses N = k2A/4π = 20 (trait
continu) ou 10 (tirés). Le temps est en
unités du temps de libre parcours moyen
ts = `/c. Pour les temps courts, le coe�-
cient de ré�exion suit la loi di�usive 1/t3/2.
Pour les temps longs t > ξ2/DB, on trouve
la nouvelle loi en 1/t2. ξ = 2

3
N` est la

longueur de localisation. L'encadré montre
la fonction de fuite PR(α) pour N = 20,
L = 100` (ligne pleine ondulée), N = 20,
L → ∞ (ligne pleine), et N = 10, L → ∞
(ligne pointillée).

théorie auto-cohérente [les Éqs. (3.6) et (3.7)] cessent d'être valables. Cette restriction
du domaine de validité de la théorie a son origine dans la structure modale du champ
ondulatoire dans le milieu. Cette structure n'est pas contenue dans l'équation de di�usion
(3.6). Au delà du temps de Heisenberg, le coe�cient de transmission T (t) est dominé par
un seul quasi-mode � le mode qui a le temps de vie le plus élevé � et il ne peut pas être
décrit par la théorie auto-cohérente, qui, elle, ne s'applique que pour t < tH , lorsqu'un
nombre important de modes contribuent à T (t).

En analysant les Éqs. (3.6) et (3.7), nous avons trouvé utile d'introduire la notion de
� fonction de fuite � PT (α), dont la transformée de Laplace donne T (t) :

T (t) =

∞∫

0

dα PT (α) exp(−αt). (3.10)

Dans l'approximation de di�usion, PT (α) est une somme de fonctions delta de Dirac
δ(α − n2t/tD), dont les poids relatifs peuvent être déduits de l'Éq. (3.4). Lorsque l'on
prend en compte les e�ets de localisation, ces fonctions delta s'élargissent et se déplacent
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3.4. Corrélations de longue portée dans un guide d'ondes désordonné

(cf. encadré de la Fig. 3.5). Les magnitudes de leurs élargissements et de leurs déplacements
sont une mesure de l'importance des e�ets de localisation.

La restriction de notre approche théorique aux temps inférieurs à tH ne nous permet
pas de traiter le coe�cient de transmission d'un guide d'ondes dans le régime de loca-
lisation forte g ' tH/tD < 1. Par contre, notre approche théorique doit s'appliquer au
problème de ré�exion d'une onde par un guide d'ondes semi-in�ni, car tH → ∞ pour ce
dernier (tH ∼ ρV et V → ∞). Le coe�cient de ré�exion est présenté sur la Fig. 3.6.
Il ne suit la loi di�usive en 1/t3/2 que pour les temps courts. Une nouvelle loi en 1/t2

s'établit pour les temps supérieurs à ξ2/DB, où ξ = 2
3
N` est la longueur de localisation.

Ce comportement ne sera que faiblement modi�é pour un guide d'ondes de taille �nie
LÀ ξ, et on doit pouvoir l'observer dans une expérience. Notons que la même transition
1/t3/2 → 1/t2 en ré�exion d'un guide d'ondes désordonné a été obtenue par Titov et
Beenakker en utilisant une méthode di�érente [47]. La loi en 1/t2 est aussi connue pour
le coe�cient de ré�exion d'un milieu unidimensionnel [48], où il s'applique tout de suite
après le temps de libre parcours moyen `/c (la partie di�usive en 1/t3/2 n'existe pas en
une dimension).

3.4 Corrélations de longue portée dans un guide d'ondes
désordonné

Dans la section précédente nous avons étudié l'in�uence des e�ets de localisation sur
l'intensité moyenne 〈I(r, t)〉 d'une onde dans un guide d'ondes désordonné. Pourtant, les
interférences se manifestent aussi dans les �uctuations de l'intensité δI(r, t) = I(r, t) −
〈I(r, t)〉. Pour caractériser ces �uctuations, on considère la fonction de corrélation spatiale
de δI(r, t) :

C(r,∆r, t) =
〈δI(r, t)δI(r + ∆r, t)〉
〈I(r, t)〉〈I(r + ∆r, t)〉 . (3.11)

Pour un guide d'ondes désordonné, cette fonction de corrélation a été bien étudiée dans
le régime stationnaire, lorsque la source d'ondes ne varie pas en temps et la �gure de
tavelures I(r, t) ≡ I(r) est statique [8, 49, 50, 51, 52] (cf. aussi le livre [4] pour un
aperçu récent). Comme nous l'avons brièvement discuté dans l'introduction, C(r,∆r, t)
est constituée de plusieurs contributions : C1 est de courte portée, C2 est de longue
portée, et C3 et C0 sont de portée in�nie. Dans cette section nous allons nous intéresser
aux fonctions de corrélation C1 et C2 en transmission d'une impulsion courte à travers
un guide d'ondes désordonné. Le calcul des fonctions de corrélation peut être e�ectué en
utilisant les méthodes diagrammatiques standards [4, 7] où, alternativement, en employant
la méthode de Langevin (cf. Sect. 1.4). Le résultat de calcul est le suivant :

• La fonction de corrélation C1 reste de courte portée (c'est-à-dire elle tombe rapi-
dement à zéro pour ∆r > λ). Cela veut dire que la �gure de tavelures dynamiques
I(r, t) est constituée de zones sombres et brillantes de taille ∼ λ, exactement comme
la �gure de tavelures stationnaires I(r), et que cette structure reste préservée au
cours du temps.
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Chapitre 3. Propagation d'impulsions courtes en milieux fortement désordonnés

Fig. 3.7 � Paramètres α et β qui donnent
la dépendance de la fonction de corrélation
C2(r,∆r, t) en temps [cf. Éq. (3.12)] pour
une impulsion courte gaussienne (traits
pleins) ou rectangulaire (tirés) transmise à
travers un guide d'ondes désordonné de lon-
gueur L À `. L'encadré montre la régres-
sion des données expérimentales de la Fig.
3.8 (cercles) obtenu en �xant L = 10` et la
longueur d'absorption La = L/3 (valeurs
expérimentales), et en ajustant la durée de
l'impulsion tp = 1.7tD.

Fig. 3.8 � Données expérimentales de A.
Chabanov et coll. [53]. Les fonctions de cor-
rélation spatiales C(cw)

1 (∆r) (ligne pleine)
et C2(∆r, t) (symboles) sont mesurées pour
la �gure de tavelures en transmission d'une
micro onde (fréquence ν ≈ 15 GHz, durée
de l'impulsion tp ∼ tD) à travers un guide
d'ondes désordonné d'une longueur L =
100 cm. Les trois courbes pour di�érentes
valeurs de κ correspondent aux temps t de
plus en plus longs. On observe clairement
que la corrélation C2 croît lorsque κ (ou t)
augmente.

• La fonction de corrélation C2 reste de longue portée, mais sa magnitude croît linéai-
rement avec le temps t :

C2(r,∆r, t) = C
(cw)
2 (r,∆r)

(
α + β

t

tD

)
, (3.12)

où C(cw)
2 (r,∆r) est la corrélation pour une source monochromatique (� continuous

wave � ou � cw� source en anglais), et les paramètres α et β sont fonctions de la
forme de l'impulsion incidente, de sa durée et, pour α, de la longueur L du guide
d'ondes. L'équation (3.12) ne s'applique que pour t > tD et, pour les raisons déjà
évoquées dans la Sect. 3.3, pour t < tH .

Ces résultats sont illustrés sur la Fig. 3.7, où nous traçons α et β en fonction de la durée
de l'impulsion incidente tp. L'encadré de la Fig. 3.7 montre que notre approche théorique
permet de décrire et de comprendre les données expérimentales (cf. Fig. 3.8).

L'étude des corrélations C1 et C2 en fonction du temps que nous venons d'e�ectuer
nous permet d'établir une image qualitative de la �gure de tavelures dynamiques en
transmission d'une impulsion courte à travers un guide d'ondes désordonné. Pour les
temps courts (t ∼ tD), la �gure de tavelures dynamiques ressemble beaucoup à la �gure
de tavelures stationnaires : elle est constituée de zones sombres et brillantes de taille ∼ λ,
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et les zones distantes ne possèdent qu'une faible corrélation C2 ∼ 1/g ¿ 1. Lorsque le
temps passe (t > tD), les zones distantes de la �gure de tavelures deviennent de plus en
plus corrélées, la corrélation croît linéairement et devient de l'ordre de 1 pour t ∼ tH .
Pour les temps supérieurs au temps de Heisenberg tH notre approche perturbative n'est
plus valable et nous ne pouvons rien dire de dé�nitif concernant la �gure de tavelures
dans ce régime, à part, peut-être, qu'elle doit nécessairement être très di�érente de celle
que l'on observe dans le régime stationnaire ou dans le régime dynamique pour t ∼ tD.

3.5 Localisation d'ondes dans un milieu désordonné
tridimensionnel

Dans les Sects. 3.3 et 3.4 nous avons considéré les e�ets de localisation dans un guide
d'ondes désordonné. Bien que ce soit un sujet très riche et important, nous rappelons
que dans un guide d'ondes le régime de localisation forte peut être atteint même pour un
désordre faible (k` À 1), simplement en augmentant la longueur L du guide. La situa-
tion est très di�érente dans un milieu � vraiment � tridimensionnel, comme une plaque
d'épaisseur L largement supérieure à ` et d'extension latérale W in�nie ou très grande.
Le temps de Heisenberg tH ∼ ρV diverge pour un tel milieu. Il est donc impossible de
satisfaire le critère de Thouless δ = tH/tD < 1 pour un désordre faible, et la seule façon
d'atteindre le régime de localisation forte est d'utiliser un milieu très fortement di�usant,
où le critère de Io�e-Regel k` < 1 est véri�é.

Motivés par le succès du modèle auto-cohérent de localisation pour un guide d'ondes
désordonné (cf. Sect. 3.3), nous allons maintenant appliquer ce même modèle pour étudier
la transmission d'impulsions courtes à travers une plaque désordonné tridimensionnelle.
Comme en pratique la condition k` < 1 est extrêmement di�cile à satisfaire, nous allons
d'abord voir si les e�ets de localisation produisent des changements observables dans la
dépendance temporelle du coe�cient de transmission T (t) pour k` petit, mais toujours
supérieur à 1. Cela correspond, par exemple, aux conditions des expériences récentes
menées dans l'équipe de Ad Lagendijk [54]. Nos résultats pour le coe�cient de di�usion
dépendant du temps,

D(t) = −(L+ 2z0)
2

π2

d

dt
lnT (t), (3.13)

sont présentés sur la Fig. 3.9 (traits pleins). Pour t > tD le problème peut aussi être traité
analytiquement par perturbation. Cela donne

D(t)

DB

' 1− 1

(k`)2

[
1 +

3

2

`

L

(
7.25− 4 ln

L

`

)]
− 1

(k`)2

3

2

`

L

[
ln

t

tD
− 2.25

t/tD

]
. (3.14)

Cette équation est en très bon accord avec la solution numérique (cf. Fig. 3.9).
L'analyse de la Fig. 3.9 et de l'Éq. (3.14) nous conduit à la conclusion suivante. Bien

que les e�ets de localisation diminuent la valeur du coe�cient de di�usion D et intro-
duisent une dépendance temporelle de D, cette dernière est extrêmement faible pour
L À ` est elle doit être très di�cile, voire impossible, à observer. La diminution de la
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Chapitre 3. Propagation d'impulsions courtes en milieux fortement désordonnés

Fig. 3.9 � Coe�cient de di�usion en trans-
mission d'une impulsion courte à travers
une plaque faiblement désordonnée (k` >
1). L'épaisseur de la plaque L = 100`.
Les solutions numériques (traits pleins)
sont comparées avec la formule analytique
(3.14) (tirés). L'encadré montre les fonc-
tions de fuite PT (α).

Fig. 3.10 � Coe�cient de transmission
d'une impulsion courte à travers une plaque
fortement désordonnée (k` < 1). Pour cha-
cune des trois valeurs de k`, trois courbes
correspondant à L = 10ξ, 12ξ, et 14ξ
sont montrées (avec ξ la longueur de lo-
calisation). Les courbes pour k` = 0, 7
et 0,6 sont déplacées vers le haut pour
clarté. Toutes les courbes suivent l'asymp-
tote T (t) ∼ 1/t1+s avec s ' 0, 85 (tirés)
pour tD < t < 1/α∗. L'encadré du haut
montre les fonctions de fuite PT (α). L'en-
cadré du bas montre la valeur de α = α∗

au-delà de laquelle PT (α) s'annule.

valeur de D par rapport à DB ne peut pas non plus être véri�ée facilement car DB �
le coe�cient de di�usion avec les e�ets de localisation � éteints � � n'est pas connu et il
n'est pas évident de trouver une façon de le mesurer.20 On en conclut donc que dans des
conditions expérimentales réalistes on ne s'attend à aucune anomalie importante de T (t)
lorsque k` > 1, et on doit toujours observer une décroissance exponentielle de T (t) pour
t À tD. Cette conclusion est en accord avec les expériences de Johnson et coll. [54], qui
ont mesuré T (t) pour un échantillon désordonné très fortement di�usant et ont observé
une décroissance exponentielle de T (t) avec t, malgré une valeur faible de k` dans leur
échantillon (k` ' 4 selon les estimations des auteurs).

La situation change drastiquement lorsque le seuil de localisation k` = 1 est passé. Pour
k` < 1, un intervalle des temps apparaît où T (t) suit une loi de puissance T (t) ∼ 1/t1+s

(avec s ' 0, 85) et non pas la loi exponentielle caractéristique du régime di�usif (cf. Fig.
3.10). Lorsque l'on diminue k`, cet intervalle s'étale très rapidement aux temps de plus en
plus longs et donne lieu au coe�cient de di�usion décroissant selon une loi de puissance

20On peut partiellement supprimer les e�ets de localisation en brisant la symétrie de renversement du
temps par un champ magnétique fort. Toutefois, les e�orts de généralisation de la théorie auto-cohérente
au cas d'un champ magnétique fort n'ont pas abouti à un résultat satisfaisant [41].
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Fig. 3.11 � Coe�cient de transmission dé-
pendant du temps T (t) mesuré par M. Stör-
zer et coll. [58] dans le régime di�usif (k` >
1). Les données sont parfaitement décrites
par l'Éq. (3.4) multipliée par exp(−t/τa)
(ligne continue). La ligne pointillée montre
exp(−t/τa) avec τa qui résulte de la régres-
sion des données. Pour les temps longs, la
décroissance de T (t) est exponentielle.

Fig. 3.12 � T (t) pour un désordre plus fort
que celui de la Fig. 3.11. La théorie de di�u-
sion (ligne continue) ne su�t plus pour dé-
crire les données. Une décroissance moins
rapide de T (t) que celle prévue par l'Éq.
(3.4) est observée pour les temps longs. Ce
résultat est qualitativement similaire à ce
que la théorie auto-cohérente prévoit en ré-
gime de localisation forte (k` < 1), cf. Fig.
3.10.

en t :
D(t)

DB

'
{

(s+ 1) tD
t
, tD < t < 1/α∗,

α∗tD + (p+ 1) tD
t
, t > 1/α∗, (3.15)

où α∗ = (DB/ξ
2) exp(−L/ξ).

Il est important de noter que la décroissance de D(t) en 1/t reste valable en présence
de l'absorption, sous condition que cette dernière est homogène dans l'échantillon. L'ab-
sorption, que nous avons négligée jusqu'ici, peut être facilement introduite dans notre
analyse, et elle ne rajoute qu'un facteur exp(−t/τa) (avec τa le temps d'absorption) à nos
résultats pour T (t). L'e�et d'absorption étant exponentiel, elle ne peut pas induire une
dépendance temporelle de D. Cela doit permettre une distinction nette entre les e�ets de
localisation et les e�ets d'absorption dans les expériences dynamiques � une tâche qui
s'est avérée être particulièrement di�cile dans les expériences stationnaires [55, 56, 57].

Les déviations de T (t) du comportement di�usif ont été récemment observées par M.
Störzer et coll. [58] dans les expériences de transmission d'impulsions optiques à travers
les poudres de particules de rutile (TiO2). L'épaisseur des echantillons L a été de l'ordre de
104�105` dans ces expériences. En fonction de la concentration et de la taille de particules,
Störzer et coll. observent soit un résultat parfaitement compatible avec l'approximation
de di�usion (cf. Fig. 3.11), soit une décroissance moins rapide de T (t) en temps, lorsque
le désordre est plus fort (cf. Fig. 3.12). La déviation de T (t) du comportement di�usif
observée sur la Fig. 3.12 est très similaire à celle que la théorie auto-cohérente de locali-
sation prédit dans le régime localisé (cf. Fig. 3.10). En même temps, la théorie ne prévoit
aucune modi�cation importante de la loi exponentielle pour T (t) lorsque k` > 1 (régime
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Fig. 3.13 � Fonction de fuite PR(α) en ré-
�exion d'un milieu désordonné semi-in�ni
dans le régime de localisation forte (k` <
1). PT (α) ∼ α pour α < α0 (asymp-
totes pointillées) donne lieu à R(t) ∼ 1/t2

pour t > 1/α0. Ce résultat est di�érent
de R(t) ∼ 1/t3/2 que l'on obtient dans le
régime de di�usion (k` > 1). L'encadré
montre la valeur de α0 en fonction de k`
(ligne pleine) ainsi que les résultats asymp-
totiques pour k` → 0 et k` → 1 (lignes
pointillées).

Fig. 3.14 � Distribution statistique des lar-
geurs de résonances Γ (Γ = inverse du
temps de vie d'un quasi-mode) dans une
plaque désordonnée dans le régime localisé
(épaisseur de la plaque L, longueur de lo-
calisation ξ). La partie 1/Γ de la distribu-
tion correspond aux modes dont les centres
de localisation se trouvent plus loin que ξ
des bords du milieu. 1/Γ3/2 correspond aux
modes centrés à une distance inférieur à ξ
des bords. La partie de P (Γ) au-delà de
Γ ∼ DB/`

2 n'est pas décrite par notre théo-
rie correctement.

de di�usion). On en conclut que dans le cadre de la théorie auto-cohérente de localisation,
la seule façon d'interpréter les résultats de la Fig. 3.12 est d'accepter que l'échantillon est
dans le régime localisé.

La ré�exion d'ondes par une plaque désordonnée peut aussi être traitée dans le cadre
de notre approche théorique. Nous présentons la fonction de fuite PR(α) obtenue pour un
milieu semi-in�ni sur la Fig. 3.13. Le coe�cient de ré�exion dépendant du temps R(t) est
donné par la transformée de Laplace de PR(α) :

R(t) =

∞∫

0

dα PR(α) exp(−αt). (3.16)

Pour 0 < α < α0, avec α0 ' (8DB/27ξ2)(1 − k`) pour k` → 1, le calcul donne PR(α) ∼
α et, après la substitution dans l'Éq. (3.16), R(t) ∼ 1/t2. Ce résultat est di�érent de
R(t) ∼ 1/t3/2 que l'on obtient dans le régime di�usif (cf. Sect. 3.1), et il montre que les
e�ets de localisation ne se limitent pas à la transmission et aux temps extrêmement longs,
mais peuvent aussi être observés en ré�exion pour les temps de l'ordre de ξ2/DB. Cette
possibilité peut s'avérer intéressante pour les expériences, car les signaux ré�échis sont
plus puissants que les signaux transmis, ces derniers étant exponentiellement faibles dans
le régime localisé.
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Une autre application intéressante de la théorie auto-cohérente de la localisation est
l'étude de la distribution P (Γ) des largeurs de résonances Γ dans un milieu désordonné
ouvert. Γ est égal à l'inverse du temps de vie d'un quasi-mode et il est di�érent de zéro
à cause du caractère ouvert du milieu. On peut montrer que dans le régime localisé
P (Γ) = 2P T (Γ)/Γ, où P T (α) est la fonction de fuite moyennée sur la position de la source
dans le milieu. Les courbes de P (Γ) obtenues à partir de cette formule sont présentées
sur la Fig. 3.14. On voit qu'elles ont toutes trois parties essentielles. P (Γ) ∼ 1/Γ pour
α∗ < Γ < DB/3ξ

2 décrit les quasi-modes localisés exponentiellement avec les centres de
localisation éloignés de plus que ξ des bords du milieu. La loi en 1/Γ pour la distribu-
tion des largeurs de résonances en régime localisé peut être obtenue en utilisant d'autres
méthodes, en particulier, par des simulations numériques directes [59, 60, 61]. Pour les
valeurs intermédiaires de Γ, DB/3ξ

2 < Γ < DB/`
2, on trouve P (Γ) ∼ 1/Γ3/2. Cette loi est

caractéristique pour les modes en régime de di�usion [60, 62, 63]. Dans le cas d'un milieu
� localisant � (k` < 1), cette partie de la distribution correspond aux modes centrés à
une distance inférieur à ξ des bord du milieu. La proximité des bords détruit le caractère
localisé de ces modes et, de fait, ils se comportent comme si l'échantillon était dans le
régime di�usif. Finalement, les modes ayant un temps de vie inférieur au temps de libre
parcours moyen (Γ > DB/`

2) ne sont pas correctement décrits par notre théorie.
Il est important de noter que P (Γ) de la Fig. 3.14 s'annule pour Γ < α∗ = (DB/ξ

2)
exp(−L/ξ). Cela veut dire que le poids statistique des modes ayant un temps de vie
supérieur à 1/α∗ est nul. Toutefois, les calculs dans le cadre de la théorie sigma non
linéaire supersymétrique [64, 65, 66], la méthode de la �uctuation optimale [67] et les
simulations numériques récentes [60, 68] prédisent P (Γ) ∼ exp(− lnd ΓtH) (avec d = 2
ou 3) pour Γ < 1/tH . La comparaison directe de nos résultats avec cette formule est
compliquée par le fait que tH → ∞ pour la plaque désordonnée que nous considérons.
Pourtant, notre compréhension actuelle de ce problème suggère que, très probablement,
le comportement de P (Γ) dans la limite Γ → 0 est gérée par des phénomènes � non
universels �, sensibles aux propriétés microscopiques du désordre et non seulement aux
libre parcours moyen ` [69, 70]. Évidemment, ces phénomènes non universels ne sont pas
décrits par les Éqs. (3.6) et (3.7). Par conséquent, il est naturel que l'on trouve P (Γ) = 0
pour Γ su�samment petit.

33



Chapitre 3. Propagation d'impulsions courtes en milieux fortement désordonnés

34



Chapitre 4

Dynamique des �gures de tavelures
quantiques

Ce chapitre décrit mon projet de recherche dans le domaine de l'optique quantique des
milieux désordonnés. Malgré le nombre très important de travaux théoriques ainsi qu'ex-
périmentaux portant sur la di�usion multiple de la lumière (cf. Refs. [3, 4, 71] pour les
aperçus récents), la plupart de ces travaux traitent la lumière comme une onde classique
et négligent sa nature quantique. Quelques travaux théoriques [72, 73, 74, 75, 76, 77] et
un travail expérimental [78] sont des exceptions à cette règle, mais ils ne su�sent pas
pour avoir une vision complète de l'optique quantique en présence de désordre. De plus,
aucun des travaux cités ne traite le problème de la dynamique de la �gure de tavelures
quantiques. Dans les très belles expériences portant sur la di�usion multiple de la lumière
dans des nuages d'atomes froids [79, 80, 81, 82] la nature quantique de di�useurs (atomes)
a été mise en évidence, tandis que la lumière a toujours été considérée comme une onde
classique.

4.1 Qu'est-ce que la �gure de tavelures quantiques ?
Considérons, pour être concrets, la transmission d'un faisceau lumineux à travers une
suspension de petites particules di�usant la lumière. Supposons que la cellule contenant
la suspension est su�samment épaisse et que la suspension est su�samment dense pour
que la condition LÀ ` soit satisfaite (L est l'épaisseur de la cellule et ` est le libre parcours
moyen de la lumière). Dans les trois premiers chapitres de ce mémoire nous nous sommes
concentrés sur les �uctuations du coe�cient de transmission T (t) et de l'intensité I(r, t)
dans un tel milieu. Toutefois, dans une expérience optique on ne mesure pas T (t), ni I(r, t),
mais on compte les photons qui arrivent sur la surface d'un photo-détecteur pendant un
certain temps τ . On a donc accès à une série de nombres entiers n1, n2, . . . � les nombres
de photons comptés dans les intervalles du temps (t, t+ τ), (t+ τ, t+2τ), . . . Si on dénote
par n(t, τ) le nombre de photons dans un intervalle [t, t + τ ], on peut s'intéresser à la
statistique de n(t, τ), car c'est un nombre aléatoire. On peut aussi étudier la dépendance
spatiale de n en déplaçant le photo-détecteur en espace ou bien en utilisant un réseau de
photo-détecteurs. n(r, t, τ), que l'on présente sur la Fig. 4.2, est l'analogue quantique de
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Fig. 4.1 � La �gure de tavelures classiques
est une distribution de l'intensité di�usée
I(r, t). I(r, t) est aléatoire parce que les po-
sitions de di�useurs dans le milieu désor-
donné sont aléatoires. La dynamique de
I(r, t) a été étudiée dans les Chaps. 1�3 de
ce mémoire.

Fig. 4.2 � La �gure de tavelures quan-
tiques est discrète : un réseaux de photo-
détecteurs enregistre les nombres de pho-
tons n pendant un temps τ donné. n > 3
ne se réalise pas sur la �gure parce que τ
n'est pas su�samment long. La �gure de
tavelures quantiques est doublement aléa-
toire : d'abord, elle est sensible au désordre
dans le milieu et, ensuite, elle est soumise
à des �uctuations quantiques.

la �gure de tavelures classiques I(r, t) montrée sur la Fig. 4.1 pour comparaison.
Le nombre de photons n est déjà un concept quantique, parce que, classiquement,

il n'existe pas. Mais la véritable nature quantique de la lumière se manifeste par les
�uctuations quantiques de n autour de sa valeur moyenne n : contrairement à l'intensité
d'une onde classique émise par une source monochromatique dans un milieu linéaire, n
n'est pas uniquement dé�ni par la réalisation du désordre, mais il �uctue même lorsque
le désordre est �gé.

Le but principal de ce projet est d'étudier la dynamique de tavelures quantiques illus-
trées sur la Fig. 4.2. Comme dans le cas classique, nous allons tout d'abord nous intéresser
aux milieux désordonnés �uctuants (des suspension de petites particules, par exemple),
où les mesures de la corrélation temporelle de n(r, t, τ) pourront permettre de réaliser une
spectroscopie quantique des ondes di�usées. La possibilité de choisir l'état quantique de
la lumière incidente (l'état cohérent, l'état de Fock, l'état comprimé ou même les états
intriqués) donnera à cette technique un degré de liberté supplémentaire par rapport au cas
classique. Ensuite, on pourra s'intéresser au rôle que les phénomènes non linéaires (l'e�et
Kerr ou la génération de la deuxième harmonique) et les e�ets de localisation jouent pour
la statistique des �gures de tavelures quantiques.

36



4.2. Statistique de comptage de photons transmis à travers un milieu désordonné

4.2 Statistique de comptage de photons transmis à
travers un milieu désordonné

Nous avons déjà fait les premiers pas dans l'étude de la dynamique de tavelures quantiques.
En collaboration avec l'équipe de Frank Sche�old à l'Université de Fribourg (Suisse)
nous avons étudié la statistique de comptage de photons transmis à travers un milieu
désordonné pour le faisceau incident dans l'état cohérent. Le schéma de l'expérience et
les résultats obtenus pour la fonction de distribution du nombre de photons P (n, n) sont
présentés sur la Fig. 4.3. Dans cette section . . . dénote la moyenne temporelle. Du point de
vue théorique, l'état cohérent est dé�ni comme l'état propre de l'opérateur d'annihilation
de photons â [16], et il est connu comme l'état le plus proche de l'état classique [16, 83].21
Pour l'état cohérent, la statistique de comptage de photons P (n, n) peut être décrite par
la théorie semi-classique qui ne traite de façon quantique que le processus de détection des
photons [16]. Du point de vue pratique, l'état cohérent est beaucoup plus facile à générer
que les autres états de la lumière : il peut être généré par un laser conventionnel.

Dans l'expérience, on étudie la distribution P (n, n) en transmission d'un faisceau laser
focalisé à travers une suspension de particules de TiO2 en fonction du temps de comptage
τ et en fonction de la taille w de la tache focale à la surface de la suspension (cf. Fig.
4.3). Grâce à son diamètre très élevé, la �bre optique utilisée pour faire la mesure collecte
toute la lumière transmise, exactement comme dans l'expérience décrite dans la Sect. 1.4.
Le résultat de l'expérience est donc sensible au coe�cient de la transmission totale de
l'échantillon T (t). Lorsque l'on varie τ , on change l'importance des e�ets quantiques dans
P (n, n) (la limite classique est atteint pour τ →∞ parce que n→∞ dans cette limite).
D'autre part, l'importance des �uctuations classiques, dues au désordre dans le milieu,
peut être contrôlée en ajustant w, comme nous l'avons expliqué dans la Sect. 1.4. La
situation réelle est un peu plus complexe : l'augmentation de τ au-delà du temps carac-
téristique des �uctuations classiques induit l'e�et d'auto-moyennage et, par conséquent,
toutes les �uctuations disparaissent pour τ → ∞. L'in�uence des �uctuations classiques
du coe�cient de transmission totale sur la distribution statistique P (n, n) est illustrée
sur la Fig. 4.3. On voit que la distribution est plus large pour un faisceau focalisé que
pour un faisceau collimaté. L'e�et de la taille w de la tache focale est encore plus claire
sur la Fig. 4.4 où nous montrons les deux premiers moments centraux de P (n, n) pour
di�érentes valeurs de w. Lorsque w diminue, la distribution devient de plus en plus large
(le deuxième moment augmente) et de plus en plus asymétrique (le troisième moment
augmente également).

Les lignes continues dans les Figs. 4.3 et 4.4 sont les résultats théoriques obtenus dans
le cadre de la théorie semi-classique, en utilisant la formule de Mandel [16]. La théorie
est un bon accord avec l'expérience, mais elle ne s'applique que dans le régime di�usif : il
faut que les �uctuations classiques du coe�cient de la transmission totale T (t) soit bien
inférieures à 1. Cela correspond à g À 1 dans l'Éq. (1.13) pour la fonction de corrélation
de T (t). Dans ce régime, la théorie prédit que les �uctuations classiques commencent

21L'état classique est un état hypothétique où les �uctuations quantiques (�uctuations du vide) s'an-
nulent. Bien entendu, un tel état n'existe pas dans la réalité, mais c'est bien à lui que l'on fait référence
lorsque l'on considère la lumière comme une onde classique.
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Fig. 4.3 � Haut : Schéma de l'expérience.
Un faisceau laser (la longueur d'onde λ =
532 nm) est focalisé en une tache de
quelques microns sur la surface d'une sus-
pension de petites particules de dioxyde
de titane (diamètre des particules ∼ 200�
300 nm). La suspension est contenue dans
une cellule en verre (épaisseur L = 0, 5
mm) et elle di�use la lumière très forte-
ment (le libre parcours moyen de transport
est `∗ ' 0, 7 µm). La lumière transmise est
collectée par une �bre optique multi-mode
(diamètre 5 mm). Bas : La statistique de
comptage de photons P (n, n) pour 4 inter-
valles de comptage τ di�érents et un fais-
ceau incident focalisé (taille de la tache fo-
cale w = 3, 4 µm, cercles) ou collimaté (car-
rés). Le nombre moyen de photons n et τ
sont liés par n = fτ avec f ' 9 MHz le
taux de comptage moyen. Les lignes pleines
montrent les résultats théoriques.

Fig. 4.4 � Deuxième (haut) et troisième
(bas) moments centraux de la distribution
de comptage de photons P (n, n). Les lignes
correspondent à des tailles w di�érentes de
la tache focale du faisceau laser, du bas
vers le haut : faisceau collimaté (w →∞),
w = 23, 5 µm, 9,8 µm, et 3,4 µm. Les
lignes pleines sont les résultats théoriques.
Pour le faisceau collimaté, le deuxième et
le troisième moments suivent les lois en
1/n et 1/n2 (lignes pointillées) respective-
ment. Pour un faisceau focalisé, ils suivent
les asymptotes 1/n1/2 et 1/n (lignes poin-
tillées) pour n→∞.
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à a�ecter P (n, n) lorsque n devient supérieur à g. Dans les expériences g ∼ 103, et
sur les Figs. 4.3 et 4.4 on voit clairement que toutes les distributions coïncident pour
n < g. Les di�érences entre les distributions correspondant à di�érentes valeurs de w
n'apparaissent que pour n > g. Comment est-ce que ces résultats seront modi�és lorsque
l'on augmente le désordre, diminue g, et entre dans le régime de localisation forte ? Nos
résultats actuels, limités à g À 1, ne nous permettent pas de répondre à cette question,
mais en les extrapolant dans le domaine g < 1 on peut s'attendre à une modi�cation très
importante de la statistique de comptage de photons P (n, n) dans le régime localisé. En
fait, une telle conclusion est aussi suggérée par les études de la fonction de distribution de
l'intensité classique P (I, I) [3, 84, 85].22 Cela suggère que la statistique de comptage de
photons P (n, n) est une quantité importante dans le contexte des études de la localisation
forte de lumière. Les propriétés de P (n, n) dans le régime localisé restent à étudier.

4.3 Fluctuations du nombre de photons transmis pour
la lumière non classique

Une continuation possible de l'étude présentée dans la section précédente est de l'étendre
à la lumière dans des états non classiques. Cela peut être la lumière dans un état de Fock
(la lumière dans un état propre de l'opérateur n̂ = â†â, c'est-à-dire la lumière avec un
nombre de photons �xe et connu) ou la lumière dans un état comprimé (l'état avec les
�uctuations du vide supprimées dans une des deux quadratures et ampli�ées dans l'autre,
de telle façon que la relation d'incertitude est toujours satisfaite), � squeezed light � en
anglais. D'ailleurs, la deuxième option nous semble plus réaliste car il existe des méthodes
relativement e�cace pour générer la lumière comprimée (méthodes basées sur l'optique
non linéaire) [86], tandis que les états de Fock sont di�ciles à générer.23

Considérons la lumière dans un état quantique arbitraire, qui illumine une suspension
de particules animées par un mouvement brownien. Supposons, pour simpli�er l'analyse,
que cette lumière correspond à un seul mode (mode a) du champ électromagnétique,
comme on le montre sur la Fig. 4.5. La quantité qui nous intéresse est la statistique de
comptage de photons dans le mode b en transmission, P (nb), ou encore la statistique du
nombre total de photons transmis P (n) avec n =

∑
b nb, que nous avons étudiée dans la

section précédente pour l'état cohérent de la lumière incidente. Le calcul des distributions
P (nb) et P (n) pour un état arbitraire de la lumière incidente fait partie de nos projets
pour l'avenir. Ici nous nous limiterons au calcul des �uctuations de nb et de n. L'opérateur
d'annihilation de photons dans le mode b s'écrit :

âb(t) =
∑

a′
Ta′b(t)âa′(t) +

∑

b′
Rb′b(t)âb′(t), (4.1)

où Ta′b(t) est Rb′b(t) sont les coe�cients de transmission et de ré�exion dépendant du
22Dans un milieu désordonné solide, où les di�useurs sont immobiles, P (I, I) coïncide avec P (n, n)

pour n→∞.
23Les études récentes ont montré qu'il est possible de générer les états de Fock à un ou à deux photons

en utilisant des boîtes quantiques. Toutefois, on ne sait toujours pas générer les états de Fock à n > 2
photons [87, 88].
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temps (cf. Fig. 4.5). La variance du nombre de photons dans le mode b, δ2
b = Var[n̂b]/〈n̂b〉2,

peut être calculée en utilisant la dé�nition

n̂b(t, τ) =

t+τ∫

t

dt′ â†b(t
′)âb(t

′), (4.2)

et en évaluant l'espérance quantique (notée par 〈...〉) et puis la moyenne sur le désordre
(notée par . . .) de n̂b et n̂2

b . Pour la lumière dans l'état cohérent on obtient

δ2
b =

1

〈n̂b〉
+ δ2

class, (4.3)

où δ2
class est le résultat que l'on aurait obtenu pour la �uctuation de l'intensité d'une onde

classique, intégrée sur le temps :

δ2
class =

2

τ

τ∫

0

dt
(
1− t

τ

)
Cab

T (t), (4.4)

avec la fonction de corrélation du coe�cient de transmission Cab
T (t) = Tab(t1)Tab(t1 + t)/

Tab(t)
2 − 1 et Tab(t) = |Tab(t)|2. On voit donc que pour la lumière dans l'état cohé-

rent les �uctuations classiques δ2
class et les �uctuations quantiques (� shot noise �) 1/〈n̂b〉

s'ajoutent.
La situation devient plus complexe et plus intéressante à la fois lorsque la lumière

incidente est dans un état non classique. Pour un état de Fock à na photons, par exemple,
on trouve

δ2
b =

1

〈n̂b〉
− 1

na

+ δ2
class

(
1− 1

na

)
. (4.5)

Contrairement au cas de l'état cohérent, on voit que ce résultat ne se réduit pas à une
simple somme de termes classiques et quantiques, mais fait intervenir un terme � croisé �
� le dernier terme de l'Éq. (4.5),� qui n'existe que si les �uctuations classiques δ2

class et
les �uctuations quantiques 1/na sont présentes toutes les deux. Il est curieux que pour
l'état de Fock à 1 photon (na = 1), l'Éq. (4.5) donne δ2

b = 1/〈n̂b〉 − 1. Ce résultat est
indépendant des �uctuations classiques δ2

class.
Le calcul de δ2

b peut aussi être e�ectué pour la lumière chaotique ou encore pour la
lumière comprimée, mais nous nous contenterons ici de l'état cohérent et de l'état de
Fock que nous venons de considérer. Il faut aussi dire que la �uctuation du nombre total
de photons transmis n =

∑
b nb est donnée par les mêmes formules (4.3) et (4.5), sous

condition que Tab(t) est remplacé par Ta(t) =
∑

b Tab(t) dans la dé�nition de Cab
T (t). Un de

nos projets consiste à aller au-delà du deuxième moment de nb et d'étudier la distribution
complète P (nb) pour les états non classiques de la lumière, comme nous l'avons fait pour
la lumière dans l'état cohérent (cf. Sect. 4.2). Quel est l'e�et de la localisation forte sur
la statistique de comptage de photons pour la lumière non classique ? Peut-on proposer
un test critique pour la localisation forte basé sur P (nb) ou sur P (n) ? Les états non
classiques de la lumière, ont-ils un avantage pour les études de la localisation forte ? Ce
sont des exemples de questions que nous nous posons dans ce contexte.
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a

Fig. 4.5 � Représentation schématique de
l'expérience proposée. Une suspension de
petites particules diélectriques animées par
un mouvement brownien est éclairée par la
lumière dans un état quantique arbitraire
en mode a. On compte les photons di�usés
dans le mode b en transmission. L'ampli-
tude du mode incident et celle du mode
transmis sont décrites par les opérateurs
âa(t) et âb(t) respectivement. Les �èches
pointillées correspondent aux modes dans
l'état du vide qui ont l'amplitude moyenne
égale à zéro : 〈aa′(t)〉 = 〈ab′(t)〉 = 0, mais
qui sont porteurs des �uctuations du vide.
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Fig. 4.6 � Fonction de corrélation du
nombre de photons dans le mode b (cf. Fig.
4.5) pour deux intervalles de comptage τ
séparés par un temps t > τ . La lumière in-
cidente est une lumière comprimée en am-
plitude avec r le paramètre de compression
et B = 0, 1/t0 la bande de compression. Le
temps est en unités de t0 = `∗2/6k2DBL

2

avec `∗ le libre parcours moyen de trans-
port, k le nombre d'onde, DB le coe�cient
de di�usion de particules dans la suspen-
sion, et L l'épaisseur de l'échantillon. L'in-
tensité portée par le champ moyen est A2

0 =
B pour cette �gure. La fonction de corré-
lation ne dépend pas de r pour t = 1/B.

4.4 Théorie quantique de la spectroscopie des ondes
di�usées

La spectroscopie des ondes di�usées, que nous avons considérée dans le Chap. 1 de ce
mémoire, permet de caractériser les milieux désordonnés à partir de mesures de la fonction
de corrélation de l'intensité di�usée I(t). Toutefois, ce n'est pas I(t), mais le nombre
de photons n(t, τ) qui est mesuré dans les expériences optiques ! Pour la lumière dans
l'état cohérent � comme la lumière émise par un laser et utilisée dans les expériences
� habituelles � � on peut contourner cette di�culté par une approche semi-classique, qui
s'avère su�sante. On démontre alors que la fonction de corrélation de I(t) et celle de
n(t, τ) coïncident pour τ su�samment court. Par contre, une théorie quantique complète
s'impose pour la lumière non classique.
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Considérons la fonction de corrélation du nombre de photons dans un mode donné
(mode b sur la Fig. 4.5) en transmission de la lumière dans un état quantique arbitraire
(mode a) à travers une suspension de particules diélectriques animées par un mouvement
brownien,

Cb
n(t) =

〈n̂b(t1, T )n̂b(t1 + t, T )〉
〈n̂b(t1, T )〉 〈n̂b(t1 + t, T )〉 − 1. (4.6)

Le calcul de Cb
n(t) est similaire à ce de δ2

b et il donne

Cb
n(t) = [1 + Ca

n(t)]Cab
T (t) + Ca

n(t), (4.7)

où Ca
n(t) � la fonction de corrélation du nombre de photons dans le mode a � est

dé�nie par la même équation (4.6) que Cb
n(t), mais avec n̂b remplacé par n̂a. L'équation

(4.7) s'applique sous condition que le temps de comptage τ est bien inférieur au temps
de décroissance de Cab

T (t). Pour la lumière dans l'état cohérent, Ca
n(t) = 0 et on trouve

Cb
n(t) = Cab

T (t). Cela est la base de toutes les spectroscopies à corrélation de photons,
y compris la spectroscopie des ondes di�usées, qui identi�ent Cb

n(t), mesurée dans une
expérience, avec Cab

T (t), pour laquelle un modèle théorique est développé [89, 90].
L'égalité entre Cb

n(t) et Cab
T (t) ne s'applique plus pour la lumière non classique. Pour

la lumière dans un état de Fock à na photons, on trouve Ca
n(t) = −1/na et

Cb
n(t) =

[
1− 1

na

]
Cab

T (t)− 1

na

. (4.8)

Bien que Cb
n(t) tende vers Cab

T (t) pour na → ∞, les deux fonctions de corrélation sont
très di�érentes pour na ∼ 1. La corrélation Cb

n(t) est indépendante du temps et vaut −1
pour na = 1. Pour na > 1 elle devient négative pour les temps t su�samment longs.
Ce phénomène est facile à expliquer par la conservation du nombre total de photons :
lorsqu'un photon est détecté à l'instant t, il ne peut plus être détecté plus tard. Cela
implique une corrélation négative entre les nombres de photons détectés dans les intervalles
de temps distincts.

Pour la lumière comprimée en amplitude24 le résultat pour Cb
n(t) est plus long et nous

l'illustrons sur la Fig. 4.6, où Cb
n(t) est présentée pour certaines valeurs de paramètres.

Nous observons que Cb
n(t) est sensible au paramètre de compression r. Comme on le voit

sur la �gure, la fonction de corrélation Cb
n(t) change sensiblement lorsque l'on varie r.

Il serait extrêmement intéressant de généraliser l'étude des corrélations de la lumière
non classique dans les milieux désordonnés au cas de photons intriqués. Une telle généra-
lisation fait partie de nos projets. Nous envisageons également d'étudier les applications
pratiques de la spectroscopie des ondes di�usées avec la lumière non classique et, en
particulier, de comprendre si l'utilisation de la lumière non classique peut améliorer la
sensibilité et la résolution spatiale des méthodes de spectroscopie et d'imagerie par cor-
rélation des ondes que nous avons présentées dans le Chap. 1.

24Pour la lumière comprimée en amplitude, les �uctuations de l'amplitude sont supprimées d'un facteur
e−r au pro�t des �uctuations de la phase.
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4.5 Di�usion de la lumière dans des nuages d'atomes
froids et laser aléatoire

Un problème à la fois très intéressant et très complexe est la di�usion multiple de la
lumière dans des nuages d'atomes froids. De telles expériences sont menées, en particulier,
à l'Institut Non Linéaire de Nice à Sophia-Antipolis, où plusieurs phénomènes spéci�ques
à la di�usion multiple de la lumière par les atomes ont déjà été mis en évidence : la
suppression du cône de rétrodi�usion due à la structure interne des atomes [79], l'e�et de
Hanle [80], un ralentissement important de la di�usion [81], l'augmentation de la longueur
de cohérence de la lumière sous champ magnétique [82], etc. Il reste certainement encore
beaucoup de choses à découvrir dans ce domaine de recherche. En ce qui concerne l'étude
des phénomènes quantiques en di�usion multiple, nous sommes particulièrement intéressés
par la propagation et par la génération de la lumière non classique en milieu atomique en
di�usion multiple, par des phénomènes non linéaires dus à la saturation des transitions
atomiques, et par l'e�et laser sans miroirs connu sous le nom de l'e�et � laser aléatoire �.
Ces problématiques font partie de notre projet de recherche sur le long terme et nous ne
pouvons pas pour l'instant apporter des réponses aux multiples questions qui se posent
dans ce domaine. Nous allons donc nous limiter ici à quelques remarques qui nous semblent
intéressantes et qui nous poussent à nous intéresser de plus en plus à ce sujet.

Premièrement, dans le Chap. 2 de ce mémoire nous avons montré que la solution
stationnaire d'une équation d'onde désordonnée et non linéaire peut devenir instable si la
non-linéarité excède un seuil. Il serait tentant d'étudier cette instabilité dans les nuages
d'atomes froids parce que ces nuages peuvent être très non linéaires et désordonnés à la
fois. Toutefois, le calcul présenté dans le Chap. 2 ne s'applique pas directement aux milieux
atomiques, et cela pour plusieurs raisons. Tout d'abord, la di�usion de la lumière par
les atomes est caractérisée par une inévitable composante inélastique. Plus précisément,
lorsqu'une onde monochromatique de fréquence ω0 est di�usée par un nuage d'atomes,
une partie de son énergie est émise par les atomes sous forme d'ondes ayant d'autres
fréquences. Cette di�usion inélastique n'a pas lieu dans les milieux diélectriques, et donc
elle n'a pas été prise en compte dans notre analyse du Chap. 2. Un autre phénomène
important est dû à l'e�et mécanique que la lumière produit sur les atomes. Les atomes
sont légers (bien plus légers que les particules de taille micrométrique !), et à chaque
di�usion elles absorbent une partie du moment mécanique du photon di�usé. Cet e�et
s'accumule lorsqu'il y a beaucoup de photons (il nous en faut beaucoup pour que les
e�ets non linéaires que l'on cherche à observer soit forts !) et lorsque nous sommes dans le
régime de di�usion multiple (et nous y sommes toujours dans le cadre de ce mémoire !).
Au bout du compte, on ne peut plus vraiment considérer un nuage d'atomes comme un
milieu désordonné avec des centres de di�usion immobiles (à température zéro) ou animés
par un mouvement thermique (à température �nie), car la dynamique des atomes devient
liée à la dynamique de la �gure de tavelures et réciproquement. L'existence de l'instabilité
de la �gure de tavelures dans ce contexte est un problème nouveau qui n'a pas été résolu
à ce jour.

Un autre problème intéressant qui se pose dans le contexte de la di�usion multiple de
la lumière dans les nuages atomiques est le problème de génération de la lumière non clas-
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sique et, en particulier, de la lumière comprimée. L'utilisation des non-linéarités optiques
pour obtenir la compression des �uctuations du vide dans une des deux quadratures (par
exemple, dans la phase ou dans l'amplitude) d'une onde lumineuse est devenue courante
aujourd'hui. Il est facile de démontrer que la lumière de fréquence ω0/2, générée à partir
d'un faisceau cohérent de fréquence ω0 dans le processus de conversion de fréquence para-
métrique dégénérée, peut être comprimée soit en amplitude, soit en phase [16]. Toutefois,
on ne sait absolument pas comment ce phénomène est modi�é (et s'il l'est) en présence du
désordre. Les nuages d'atomes froids où la non-linéarité et la di�usion multiple su�sam-
ment fortes se réalisent en même temps peuvent convenir particulièrement bien à l'étude
de cette question.

Finalement, l'e�et � laser aléatoire � dans un nuage d'atomes froids mérite aussi d'être
étudié. Le laser aléatoire est un laser sans cavité externe, où l'e�et de rétroaction, norma-
lement assuré par la cavité, se réalise par intermédiaire de la di�usion multiple [91, 92].
Dans l'analyse théorique, les modes propres de la cavité sont remplacés par les quasi-modes
(ou résonances) du milieu ouvert formé par le nuage. La plupart de ces quasi-modes sont
caractérisés par un temps de vie beaucoup trop court pour donner lieu à l'e�et laser. Mais,
avec un peu de chance et surtout pour un désordre su�samment fort, il y a toujours une
chance d'avoir un mode très � spécial � et � pas comme les autres �, qui aura un temps
de vie très long, même, peut-être, plus long que certains modes dans une vraie cavité.
C'est ce mode qui est candidat pour produire l'e�et laser lorsque du gain est présent
dans le milieu. L'e�et laser aléatoire dans les nuages d'atomes froids est un problème très
intéressant, mais aussi très complexe, qui fait appel à nos connaissances à la fois dans
les domaines de la propagation des ondes, de la di�usion multiple, de l'optique quantique
et de la physique atomique. Ce domaine de recherche cache, sans doute, beaucoup de
surprises que nous sommes impatients de découvrir.
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Dans ce mémoire nous avons résumé nos travaux récents portant sur la dynamique des
�gures de tavelures en milieux désordonnés. Nous avons identi�é les quatre raisons à
l'origine de cette dynamique et nous avons consacré un chapitre à chacune.

Premièrement, la �gure de tavelures �uctue au cours du temps si le milieu désordonné
évolue (par exemple, les centres de di�usion dans le milieu se déplacent). Dans ce cas, on
peut lier la dynamique du milieu à la dynamique de la �gure de tavelures et utiliser cette
dernière pour sonder et imager le milieu. Cette approche est à la base de la spectroscopie
des ondes di�usées et nous avons montré dans le premier chapitre qu'elle a des applica-
tions très intéressantes dans la caractérisation des milieux désordonnés complexes et dans
l'imagerie médicale. De plus, les travaux théoriques récents suggèrent que cette même
approche peut permettre le développement d'une microscopie des milieux désordonnés,
car la �gure de tavelures est très sensible à la densité d'état locale au point de localisation
de la source d'ondes.

La �gure de tavelures peut �uctuer au cours du temps même si les centres de di�usion
dans le milieu sont immobiles et la source d'ondes est monochromatique. Ces �uctuations
spontanées sont dues à l'instabilité de la �gure de tavelures par rapport à de faibles
perturbations en présence d'une non-linéarité dans la réponse optique du milieu. Cette
instabilité, encore jamais observée à ce jour, a été étudiée dans le deuxième chapitre.

Le troisième chapitre est consacré aux impulsions courtes dans les milieux désordonnés.
Naturellement, si la source d'ondes émet une impulsion au lieu d'une onde continue, la
�gure de tavelures n'est pas stationnaire, même lorsque les di�useurs sont immobiles et
lorsque le milieu est linéaire. La propagation d'impulsions dans un milieu désordonné est
un bon exemple de situation où les e�ets de localisation forte se manifestent lorsque l'on
augmente le désordre, et cela aussi bien au niveau de l'intensité moyenne qu'au niveau
des �uctuations de l'intensité.

Finalement, lorsque le désordre est statique, la source d'ondes est monochromatique, et
le milieu est linéaire, la �gure de tavelures peut toujours être dynamique, si on s'intéresse
à la �gure de tavelures quantiques, obtenue en comptant les photons détectés par un
réseau de photo-détecteurs pendant un intervalle de temps �xe. Le nombre de photons
compté est soumis aux �uctuations quantiques que l'on ne peut pas éliminer. Toutefois, ces
�uctuations quantiques peuvent être modi�ées en changeant l'état quantique de la lumière
incidente. L'utilisation possible des �uctuations quantiques pour étudier le phénomène de
la localisation forte ou pour sonder et imager les milieux désordonnés reste à explorer.
Cela fait partie de nos projets de recherche, décrits dans le dernier chapitre de ce mémoire.

Les travaux présentés dans ce mémoire montrent que la dynamique des �gures de tave-
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lures en milieux désordonnés est un sujet riche en problèmes fondamentaux et important
pour les applications, où il reste encore des problèmes ouverts à étudier et (pourquoi pas ?)
des découvertes importantes à faire.
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