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Introduction

La propagation d’une onde a travers un milieu désordonné est un phénomene bien connu
[1] que l'on retrouve dans de nombreux domaines. En astrophysique, par exemple, dans le cadre
de la propagation d’ondes électromagnétiques a travers des gaz interstellaires ou les atmospheres
solaires et planétaires; en sismologie avec la propagation d’ondes sismiques dans la Terre [2];
lors de la conduction des électrons dans les métaux ; en imagerie médicale lors de la propagation
d’ondes acoustiques ou électromagnétiques a travers les tissus humains [3]; ou bien plus simple-
ment, en regardant le soleil par un jour nuageux. Toutes ces disciplines semblent tres éloignées
les unes des autres par leurs problématiques et par leurs échelles respectives différentes (du na-
nometre pour l'optique aux kilometres pour la sismologie). Mais en réalité elles sont confrontées
au méme probleme : & savoir comprendre comment se propage une onde & travers un nombre
plus ou moins grand d’obstacles répartis de fagon aléatoire.

Le degré d’hétérogénité du milieu est une donnée fondamentale car il détermine la nature
des phénomenes physiques observés. Par exemple, dans un bar tres enfumé, la lumiere des spots
lumineux n’est pas multiplement diffusée. En effet, il est toujours possible de suivre la direction
de la lumiere qui trace des chemins rectilignes. On dit que ’on est dans un régime de diffusion
simple. Par contre, par un jour de tres fort brouillard, le ciel apparait uniformément lumineux,
méme en regardant dans la direction du soleil. La lumieére a été diffusée de nombreuses fois et
a completement perdu la mémoire de sa direction initiale avant de nous parvenir. On est en
présence de diffusion multiple.

Quatres longueurs caractéristiques sont introduites pour décrire la propagation d’une onde
dans un milieu désordonné [4] : la longueur d’onde A, le libre parcours moyen [, la longueur
d’absorption L, et la taille du systeme L.

Le libre parcours moyen [ correspond a la distance moyenne entre deux diffusions de ’onde.
Si les hétérogénités dans le milieu diffusent d’une fagon isotrope, cette distance est égale a la
distance moyenne nécessaire pour qu'une onde perde la mémoire de sa direction initiale et de sa
phase initiale. Elle est donnée par la relation I = 1/nY, ot n est la densité de diffuseurs (m~3)
et X la section efficace totale des diffuseurs (m?). Ainsi, le libre parcours moyen caractérise le
degré de désordre du milieu. La propagation d’ondes classiques se fait généralement de facon
cohérente : 'onde garde sa phase, mais elle est limitée par ’absorption. Si la taille du systéeme
L est suffisamment inférieure a la longueur de d’absorption L,, I'atténuation des ondes par
absorption peut étre négligée.

Les phénomenes physiques sont totalement différents suivant les inégalités entre les quatre



longueurs A, I, L, et L. Au cours de ce stage, je me suis particulierement intéressée au régime
dit mésoscopique de faible désordre : N < | < L < L,. La premiere inégalité A\ < [ signifie que
deux diffusions consécutives de 'onde sont indépendentes. La deuxieme inégalité | < L est la
condition pour étre dans le régime de diffusion multiple. La troisieme inégalité L < L, permet
de négliger ’absorption.

Imaginons une onde incidente sur un milieu désordonné. Statistiquement, au bout d’un
libre parcours moyen, I’onde rencontre une hétérogénité et change de direction par diffusion.
L’onde résultante va de nouveau se propager dans le milieu avant de rencontrer un nouveau
diffuseur. Dans le régime mésoscopique de faible désordre, les multiples diffusions redistribuent
aléatoirement la phase de l'onde, mais ne la détruisent pas. Voici 'argument principal pour
considérer la phase de 'onde comme une variable aléatoire.

Théoriquement, la propagation d’une onde dans le régime particulier dit mésoscopique
de faible désordre s’applique a tous les domaines de longueurs d’onde. Toutefois, en optique
par exemple, la mesure de la phase, étant basée sur 'interférence de 2 faisceaux d’un laser de
grande cohérence, est tres difficile (et cotte cher) pour une longueur d’onde petite. Par contre,
dans le cadre de la sismologie, la mesure de la phase n’est pas problématique. Ainsi au long
de ce rapport, les liens entre théorie et pratique seront faits dans le cadre de la sismologie : la
détermination du libre parcours moyen [ est source d’informations pour les géophysiciens qui

s’intéressent a la structure de la Terre.

Plan du rapport

Nous supposons que le champ ondulatoire complexe a une statistique gaussienne a cause de
la présence du désordre, pour la raison physique que le champ est la superposition d’une infinité
de chemins possibles dans le milieu. Il en suit une distribution uniforme entre 0 et 27 pour la
phase ¢ du champ. Le sujet du stage est d’étudier les conséquences d’une telle supposition.

Au chapitre 1, le formalisme et les notations employés pour décrire les ondes sismiques
seront présentés. En particulier I’équation d’onde, la décomposition en modes propres de la
solution et la fonction de Green sont introduites. Les termes champ diffus, moyenne sur les
sources et moyenne sur le désordre seront définis.

Au chapitre 2, le champ scalaire de distribution gaussienne est considéré. Les distributions
conjointes du champ et ses dérivées, et en particulier les dérivées de la phase sont étudiées. Nous
démontrerons que les dérivées de la phase ¢ dans deux certaines directions priviligiées ne sont
pas des variables indépendantes : leur probabilité est liée par la distribution de 'amplitude. Le
calcul du tenseur F = (Vp(0)Vo(r)) a été réalisé. Nous verrons que la mesure de F . (x,0,0)
permet de faire une estimation du libre parcours moyen [. Puis un lien intéressant est établi
avec la topologie. Lorsque I'amplitude du champ est nulle, sa phase est indéterminée, on parle
alors d’une dislocation topologique. Le nombre de lignes de dislocations pénétrant une certaine
surface dépend du libre parcours moyen [.

Au chapitre 3, le champ élastique avec son aspect vectoriel est considéré. Nous détermi-
nerons la distribution de I’énergie cinétique, I’énergie de ’onde P et 1’énergie de 'onde S. Leurs
distributions complétes — et non seulement les moyennes — seront calculées.

A la fin du rapport, les conclusions les plus marquantes sont résumées.



Chapitre 1

Le formalisme

Ce chapitre introduit les équations étudiées et le vocabulaire employé dans le domaine de
la diffusion multiple. Un vecteur sera noté par une lettre en gras. Une matrice ou un tenseur

est noté par une majuscule non italique.

1.1 Les équations

L’équation de base en sismologie est ’équation d’onde dans un milieu élastique [5]. C’est une
équation vectorielle : il y a une équation scalaire pour chaque composante du vecteur u de dépla-
cement. Les parameétres de Lamé A et p (N/m?) et la densité de masse p (kg/m?) caractérisent

le milieu.
pit = VA(V.u) + Vi [Vu+ (Vu)'| + (A +2u)VV - u — pV x (V x u) (1.1)

Cette équation est trop compliquée pour étre résolue analytiquement dans le cas général. Il faut
utiliser une approche simplificatrice. Ainsi I’équation (1.1) se simplifie beaucoup si on néglige

les gradients des parametres de Lamé.
pte = (A +2u)VV -u — puV x (V x u) (1.2)

L’étude de I’équation (1.2), en tenant compte de I’aspect vectoriel, est reportée au troisieme
chapitre. Au premier et deuxieme chapitre 1'aspect vectoriel de cette équation est négligé : on
se contente de I’étude de I’équation d’onde scalaire pour un champ scalaire ¥(r,t). La double
dérivée par rapport au temps et la double dérivée par rapport aux coordonnées de l'espace

forment l'essentiel de ’équation (1.2). L’équation d’onde scalaire étudiée sera alors :

o2

supplémentée par des conditions de bord et des conditions initiales. La variable v(r) est la

[82 - v2(r)V2] U(r,t) = S(r,t) (1.3)

vitesse de propagation de 'onde dans le milieu. On suppose que la vitesse ne dépend pas du
temps ¢ : le milieu est donc stationnaire.

Le paragraphe suivant discute la solution de I’équation d’onde scalaire (1.3). Trois cas par-
ticuliers sont envisagés : la source S(r,t) est premierement nulle (§1.2.1), deuxiémement une

fonction Dirac (§1.2.2), et troisiemement une source arbitraire (§1.2.3).

3



1.2 Solution de I’équation scalaire

1.2.1 Equation homogene

La solution de I’équation homogene (1.3) est une superposition de modes propres. Supposons

que la séparation des variables 7 et ¢ soit possible. L’équation se décompose en deux équations :

U(r,t) = R(r)T(t) (1.4)
v2(r)V2R(r) = aR(r)

27 (4 (1.5)
ikl aT(t)

L’opérateur L est défini comme I'opérateur v2(r)V?2. Un nouvel opérateur hermitique symétrisé
L = L* est introduit pour résoudre la premiere équation de (1.5). Soit A, ses valeurs propres
réelles (< 0) et 4, (7) ses fonctions propres réelles, on a alors :

L =v(r)V3u(r) Lty (1) = Anin(r) (1.6)
Les fonctions w,(r) forment une base compléte pour 'espace. En comparant la définition de
L (1.6) avec I'opérateur de départ L = v?(r)V?2, on constate que les valeurs propres \, et les

fonctions propres uy(r) de L sont égales & A, et & v(r)i,(r) respectivement.
L = v*(r)V? L (1) = At (1) (1.7)
Puis on résout la deuxieme équation de (1.5) pour o = A,,. On obtient

Ry (1) = up(r) associé a Ay, (1.8)

T.(t) = Apert 4 B e~ iwnt associé & w, =/ — A\ (1.9)

ou A, et B, sont des constantes d’intégration arbitraires. Le champ étant réel, A,, = B, ce qui

permet d’introduire de nouvelles constantes a, = 24,, = 2B, et on obtient alors finalement

U(r,t) =R [Z anun(r)eiw] (1.10)

L’amplitude complexe a,, exprime ’excitation du mode n. Les a,, sont déterminés par les condi-

tions initiales, alors par toutes les sources agissant antérieurement.

1.2.2 La fonction de Green

Le membre de droite de I'équation homogene (1.3) est remplacé par une source delta et les
conditions limites sont choisies en respectant la causalité. La fonction de Green G(r,r’,t,t') est
le champ a I’endroit » au moment ¢, si une source ponctuelle delta agit & ’endroit »’ au moment
t’. Seul le milieu stationnaire est envisagé : G ne dépend donc que de la différence ¢t —t'. 1l existe
plusieurs définitions pour G : signe +, facteur 47 ou non,... Dans ce document elle est définie
comme la solution de

o ()| Gl t— 1) = 0(t—t)S(r — )

(1.11)
+ cond.init.



La théorie [13] nous fournit la décomposition de G en fonctions propres. Deux des solutions
possibles sont importants en physique : la solution causale (nulle pour ¢ < t’) et la solution
anticausale (nulle pour ¢ > t). Expérimentalement on aper¢oit la solution causale, aussi appelée

la fonction de Green retardée : la fonction échelon 6(t —t'), qui est nulle pour ¢ < ¢/, apparait.

sinwy, (t —t)

G(ri,ro,t —t') = Zun(rl)un(rg) " ot —t") (1.12)
1.2.3 Source arbritraire
Maintenant on introduit une source S(r,t).
92 2 2
= — v (r)V?| U(r,t) =S(r,t
|5 — o2 )2 W(r,t) = S(r,1) L13)

+ cond.init.

Se basant sur le principe de la superposition on écrit
U(r,t) = Vo(r,t) + // dr'dt’ G(r,r',t —t') S(v',t) (1.14)

avec Wo(r,t) une solution de I’équation homogene. Les fonctions propres u,(r) de l'opérateur
L forment une base compléte, la solution peut alors étre écrite avec des coefficients a,(t) qui

dépendent du temps.

U(r,t) =%

> an(t) un(r)] =R [Z an (t)ent un(r)] (1.15)

1.3 Champ diffus

Un milieu désordonné contient des hétérogénités qui diffusent les ondes incidentes. Le degré de
désordre du milieu est caractérisé par le libre parcours moyen [, qui est la distance moyenne

entre 2 diffusions de 'onde. Le terme champ diffus est interprété de différentes facons.

1. On pourrait penser que les hétérogénités tendrent & moyenner les interférences. En réalité
il n’en est rien et la figure d’interférence est tavelée (Figure 1.1a). Le champ en trans-
mission est un ’speckle pattern’ qui semble plus ne plus contenir d’information. Pourtant
ces irrégularités de l'intensité n’ont rien de fortuit. Le champ diffus est le résultat de la
superposition d’une infinité de chemins possibles qui contribuent tous, constructivement
ou destructivement. Il s’agit bien d’un processus déterministe sans aucun aspect aléatoire.
De fait, la figure d’interférences est tres sensible au moindre déplacement d’un diffuseur,

elle est 'empreinte digitale du désordre.

2. Les sources S(r,t) sont des variables aléatoires. Cela revient & supposer une statistique
pour les coefficients a,, ou a,(t). Le bruit sismique par exemple est constitué de sources
aléatoires avec une certaine statistique. La moyenne du champ sur I’ensemble des réalisa-

tions des sources, appelée la moyenne sur les sources, est

() = // dr'dt! G(r,7't — ') (S(r', 1)) (1.16)
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Fig. 1.1: (a) La propagation d’une onde & travers un milieu multiplement diffusant génere une figure
d’intensité I trés complexe : speckle pattern. Les différents chemins de propagation interféerent
les uns avec les autres pour former une image tavelée. (b) Plusieurs réalisations du désordre

sont possibles.

3. Le placement des hétérogénités dans le milieu est une variable aléatoire [6]. On peut
s’imaginer beaucoup de réalisations d’'un méme degré de désordre | (Figure 1.1b). De
suite la fonction de Green est elle aussi une quantité aléatoire. La moyenne du champ sur

I’ensemble des réalisations du désordre, appelée la moyenne sur le désordre, est

(¥) = // dr'dt’ (G(r,7",t —t')) S(r',t) (1.17)

1.4 Relation Fonction de Green et Corrélations

Sources aléatoires

Admettons une statistique pour les coefficients a,, avec (a,a},) = dpmF (wp) et (anam,) = 0, ou
la moyenne est prise sur les sources. En comparant la corrélation entre deux champs ¥(r1,t) et

U(rg,t + 7), et la fonction de Green causale,

(U(ry, )W (ro,t + 7)) = Z Up (71 )t (172) cos wnTM
" (1.18)

G(ri,re,7) = Z un(Tl)Un(T2)Sin T g(r)

n

Wn

on peut conclure que, pour 7 > 0, la corrélation est la dérivée de la fonction de Green a un
facteur de déformation F'(w)/2 pres. Soit dans 'espace fréquentiel la corrélation du champ est

proportionnelle & la partie imaginaire de la fonction de Green.

[((r1,0)¥(rg,w)) ~ Im G(ry,m9,w)] (1.19)




Souvent les modes propres ne sont pas discrets, ou pire, il y a un couplage entre le systéme et
I’environnement de sorte que 1’état du systeme ne peut plus étre décrit par des modes propres
(systeme ouvert). Weaver a établi [16] la méme relation entre la fonction de Green et la corré-

lation sans faire appel aux modes propres.

Désordre aléatoire

Maintenant il s’agit de moyennes sur le désordre. Si Gy est la fonction de Green du milieu

effectif, c’est & dire d’un milieu homogene isotrope, on peut démontrer [6] que

lr—r’|

(G) =Go(lr —r'l) e 2
(U(r1,w)¥(re,w)”) ~Im (G(r1,r2,w))

(1.20)

Discussion

L’identité (1.19) est tres intéressante car elle permet de retrouver la fonction de Green exacte

du milieu, sans source active en mesurant des corrélations. On parle de "Passive Imaging’, un

domaine largement étudié [2], [7], [8]. Toutefois, de nombreuses questions sont soulevées, a

savoir :

— Quelle configuration des sources est permise ? Partout, sur une sphere, ponctuelle, ... [16]

— Quelle est la statistique des sources ? Delta-corrélées ou non dans I’espace ou dans le temps. . .

— Comment estimer la moyenne sur les sources? Combien de mesures sont nécessaires pour
avoir une variance acceptable 7

L’identité (1.20) est également intéressante car elle lie les corrélations avec le libre parcours

moyen [ qui caractérise le degré de désordre. Il y a ainsi des applications directes : la sismologie

en particulier s’intéresse a la structure de la Terre et son degré de désordre. Quelques questions

restent a résoudre, comme par exemple :

— Comment déterminer [ ?

— La statistique gaussienne pour le champ est-elle une bonne approximation? Discussion par
Trégoures en [4], par Genack et al en [11].

— Comment estimer et interpréter la moyenne sur le désordre ? Apres tout, la Terre ne représente
qu’une seule réalisation de ’ensemble.

Dans la suite du rapport, je vais particulierement m’intéresser a la détermination de [. Entre

les nombreuses probabilités conjointes basées sur la statistique gaussienne, il sera possible d’en

choisir une qui convient a retrouver I.



Chapitre 2

Champ scalaire aléatoire dans un

milieu infini

Ce chapitre étudie le champ scalaire dans un milieu infini et isotrope. On suppose que le
désordre du milieu est aléatoire : il s’agit donc toujours de moyennes sur le désordre. Nous nous
intéressons particulierement a la statistique de la phase et de ses dérivées. Le rapport avec le

libre parcours moyen [ et le lien avec la topologie seront établis.

2.1 Variables gaussiennes

La transformée de Fourier du champ scalaire ¥(r,t) sera notée E(r,w) ou simplement E. Ce

nombre complexe a une partie réelle ¢ et imaginaire 7, une amplitude A et une phase ¢. Soit :
u(r,t) — u(r,w) = E = £+ in = Ae'® (2.1)

La dérivée par rapport a la coordonnée x sera notée 0,. La dérivée dans une certaine direction
dans le plan (z,y) donnée par I’angle a par rapport a ’axe x est notée 0, = cos a0, +sin « 9.
L’hypothese de distribution gaussienne [4] est basée sur le fait que le champ dans un milieu diffus
est le résultat de la superposition d’une infinité de chemins : € = )" & et n = > ;. Le Théoreme
de la Limite Centrale énonce que la distribution d’une somme de variables indépendantes avec
distribution identique, tend vers une distribution gaussienne lorsque le nombre de termes dans la
somme tend vers I'infini. On suppose alors que les variables complexes Fj, suivent la statistique
gaussienne conjointe. Une variable E}. est le champ au méme point ou en 2 points différents, a la
méme fréquence w ou a des fréquences différentes. D’apres la théorie de la statistique gaussienne

[10] la distribution s’écrit :
Ey

exp | - [ET ... EN] cl (2.2)
En

1

P(El,,EN):Wet(C)

avec C;; = (E;E7). La matrice de corrélation C est hermitique.



On fait quand méme la remarque que, en réalité, les chemins ne sont pas totalement indépen-
dants, mais les effets sont en bonne approximation négligeables [4], lorsque le libre parcours
moyen est beaucoup plus grand que la longueur d’onde (I > \).

Une autre description consiste a dire que ’ensemble des parties réelles £ et des parties imagi-

naires 7; sont des variables gaussiennes indépendantes de moyenne nulle et de méme variance.

P(&rm) = P(&)P(m), (&) =m)=0, (&)= ) Ykl (2.3)

La distribution gaussienne de £(7) et de n(r), Vr, implique que les dérivées spatiales de & et n
sont aussi des variables gaussiennes, par exemple 9.£. Les dérivées de E sont donc également
des variables gaussiennes complexes, et on peut remplacer les E; de I'expression (2.2) par les

dérivées du champ, par exemple 0, F.

2.2 Principe

Dans la suite de ce chapitre nous nous concentrons sur la statistique des dérivées, en particulier
les dérivées de la phase. Ce concept est assez nouveau pour une raison pratique. Pour les ondes
optiques (petite longueur d’onde A ~ nm) il est tres difficile pas possible de mesurer la phase.
Jusqu’a maintenant la mesure de l'intensité était la seule source d’information. Par contre en
sismologie (grande longueur d’onde A ~ km) la mesure de la phase et de ses dérivées pourrait
étre effectuée sans probleme : la phase peut facilment étre obtenue a partir de la mesure du
champ avec un traitement de signal. Bien que la mesure du champ fasse partie des expériences
standards, on ne se sert pas de la phase au présent pour en déduire de 'information. Il est donc
important de vérifier quelle information est contenue dans les corrélations de la phase et de ses
dérivées.

Dans un milieu infini isotrope, la corrélation du champ C(r) = (E(0)E(r)*) ne dépend que de
la distance 7. On suppose que l'intensité moyenne (| E(r)|?) ne dépend pas de I'endroit 7, alors
on normalise la fonction de corrélation du champ tel que C(0) = (|E(r)|?) = 1. L’expression
(1.20) lie la corrélation C'(r) du champ a la partie imaginaire de la fonction de Green. Nous
exprimons z, y, z et r en unité de k (= 27 /A = le nombre de l'onde) et employons le parametre
sans dimension a = 2kl. Avec C'(r) = 0,C(r), C"(r) = 0,C'(r) :

(E0)E(r)") = C(r) = C(r)

_ sin kr or/2 __ [sinr —r/a
kr r
« « oC x _,
(B(0) 2, B(r)") = ~(0:B(0) Br)") =~ 0 (r) = - 2C'(r) 2.4
2 ZE2 2 252
(0.5(0) 0. B(r)") =~ o) = ~ 50" (r) ~ L E )

2 T "(r

Pour obtenir les distributions de dérivées de la phase ou de I’amplitude, 2 méthodes peuvent étre
employées. La différence entre les deux est visualisée en Figure 2.1a-b. La deuxiéme méthode

est souvent la plus simple.



Methode 1 : champ - champ

On construit d’abord la distribution conjointe P(F1, Fy) du champ en 2 points proches E; et
Ej a une distance u. Seules les quantités (E; E7) sont nécessaires pour construire la matrice de
corrélation C. On fait tendre u vers zéro, en employant des développements limités en u (Figure
2.1a).

Finalement on effectue le changement de variables suivant :

Ey = Ae™
Ey=E) +ud, B (2.5)
= (A +ud,A)e!PHuose)
dRE, dSE; dREy dSE> = |det(jacobien)| dA d¢ d0; A doy¢ (2.6)

ce qui donne la distribution P(A, ¢, 0, A, 0,¢).

Méthode 2 : champ - dérivée champ

On construit d’abord la distribution conjointe P(FE,0,F) du champ E et de la dérivée du
champ 0, F au méme point, qui est aussi une variable gaussienne (Figure 2.1b). Cette deuxieme
méthode est parfois plus élégante parce qu’elle évite les développements limités en u. Par contre
la matrice de corrélation C peut apparaitre plus difficile car elle contient des éléments (E E*),
(E0,E*) et (0, E0,E*).

Finalement on effectue le changement de variables suivant :

E = Ae?
. (2.7)
O F = (0,A +iA0,¢)e
dRE dSE dR(0,F) d3(0:F) = |det(jacobien)| dA d¢ d0,A dd,¢ (2.8)

ce qui donne également la distribution P(A, ¢, 0, A, 0,0).

() B @ P b))  F —vT>

d E 0, E

methode 1 methode 2

Fig. 2.1: (a) Configuration pour la construction de la probabilité des dérivées 0, A et O0,¢, selon
méthode 1 : champ — champ. La distance u tend vers zéro. (b) Idem, selon méthode 2 : champ
— dérivée de champ. (¢) Configuration pour la construction de la probabilité des dérivées dans
la direction z et la direction «, selon méthode 1. (d) Idem, selon méthode 2
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2.3 Dérivées en un point

2.3.1 Distribution P(A, ¢,0.A,0,9)

Ce paragraphe montrera la démarche des deux méthodes en détail, pour bien comprendre leur

principe. Appliquons la méthode 2 (champ - dérivée champ). La configuration est donnée par

la Figure 2.1b. La distribution conjointe des 2 variables gaussiennes complexes s’écrit selon la

formule (2.2) avec N =2 :

1 E
P(E,0,E) = ——— —|E* st
(B,0.) = oy oxp ( [E 0, E } Sl s )
Les éléments de la matrice de corrélation C étant :
Ci=(|EP) = (A% =C(0) =S
oC oC
Cio = (£ 0, E7) " (0) = Ca1 = (0 ) e (0)=0
2 2 24 ,2 *C
Coz = (|0 E|7) = (0, A" + A%0,¢7) = _W(O) =T
La matrice de corrélation C devient
S 0
C =
0o T
d’ou la distribution |E|2 9 E|2
1 x
P(B,0.E) = Zgp exp <_T T )

Le changement de variables fait intervenir le déterminant du Jacobien qui vaut A2.

P(A,¢,0:A,0:9)

~ 728T s T

A2 eXp( A2 8wA2+A28x¢2>

(2.9)

(2.10)

(2.11)

(2.12)

(2.13)

La méthode 1 (champ - champ, Figure 2.1a) donne le méme résultat. Les intégrations sur une

ou plusieurs variables permettent de trouver les distributions suivantes :

P(A) = % exp <_A§2> avec S = (A?) = (I)
P(¢) = % 0< <22

P(I = A?) _ %

P(A, 8,9) _ %exp <_ A; B A2%¢2>
P(9,94) - ﬁ_T exp <_ ﬁ >

P(0:0) _ L/s L

2V T 14 50,07

Conclusion :

(2.14)
(2.15)
(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

Selon la statistique d’un champ diffus, les variables E et 0, F sont indépendantes. Par contre les
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variables A et 0,¢ ne sont pas indépendantes. La variable I = A? a une distribution de Poisson.
La variable ¢ a, comme prévu, une distribution uniforme. La valeur moyenne (9,¢) est nulle
puisque la distribution P(0,¢) est paire en 0,¢. La moyenne (|0,¢|) existe et vaut /T/S =
1/+/5 en unité de 27 /\. L’intégrale pour calculer la variance ((9,¢)?) diverge logarithmiquement
et est alors égale a infini.

Les distributions ont été vérifiées expérimentalement pour les micro-ondes [11]. La théorie est
tout a fait simulaire pour la dérivée par rapport a la fréquence w de ¢(r,w) au lieu de la dérivée
par rapport a x. Les résultats sont excellents : les distributions de ¢ (2.15) et de 9,,¢ (2.18) sont
respectées le long de 7 décades de fréquence! Aussi a-t-on constaté une distribution gaussienne

de 0,¢ pour A fixe : la distribution conditionnelle P(9,,¢|A) est gaussienne en 0,,¢.

2.3.2 Distribution P(A, ¢,0,A, 0,0, 0, A, 040)

L’étape suivante est I’étude de la distribution conjointe P(0;¢,0,¢) de la dérivée de la phase
selon la direction = et de la dérivée de la phase selon la direction donnée par I’angle o par rapport
az (a # km), en un méme point. La méthode 1 (champ - champ) part de la distribution conjointe

P(E1, E3, E3) du champ en trois points différents (Figure 2.1c). La matrice correspondante est

C(0) C(u) C (2ulsin$|)
C= C(u) C(0) C(u) (2.20)
C (2u|sing|) C(u) C(0)

La méthode 2 (champ - dérivée champ) est ici néanmoins plus facile. Elle part de la distribution

conjointe P(E,0;F,0,F) (Figure 2.1d). Les éléments de la matrice correspondante sont

Ci = (B =(4%)=C(0) =S5
oC
= (E0,E* ———=(0) =
Ci2 = (E 0, E™) e (0)=0
Ci3 = (E 0, E*) =(E 0, E*) cosa+ (E 0y E*) sina
oC oC .
- %(0) cos @ — a—y(O) sina =0
2 2 29 42 0*C
Co2 = (|0 E|%) =(0, A% + A%0,07) = —@(0) =T
Coz = (0, E O, E*) =(0,F 0, E*) cosa + (0, E 0y E™) sin
0*C 0*C .
— W(O) cos o — aazay(o) sina = T cos o
Cs3 = (0o F 0o E*) =(0,E 0,E*) cos® a + (0, E 0, E*) sin® a + R (0, E 9, E*)] sin 2a
2 2 2
=— 273(0) cos? a — %(0) sin? o — (;186?; (0)sin2a =T
d’ou la matrice
S 0 0
C=10 T T cos « (2.21)

0 Tcosa T

12



et la distribution

A3 A A LA — O, A
P(A> D, 0, A, 00,0, A, 8a¢) = P < 0 + 0, o) ) >

m38T2(1 — cos? a) o C2T(14cosa)  2T(1 — cosa)
< A2> < A2(8x¢ + aa¢)2 A2(8x¢ - aa¢)2>
exp | — exp | —

S

2T (1 4 cos @) 2T (1 — cos )
(2.22)

et apres intégration sur A, ¢, 0, A et ., A :

S S

P(0r,000) = — e [1 T o a)

)
(8x¢2 + Ond? — 20,0 Do b cOS 04)]
(2.23)

Conclusion :
Les variables E, 0,F et 0,F sont indépendantes. Les variables A, 0,¢ et 0y¢ ne sont pas
indépendantes. Pourtant P(0,¢,0y¢|A) = P(0,¢|A)P(0y¢|A), les variables sont donc couplées
'via 'amplitude A’. La corrélation (0,¢ 0y¢) est nulle a cause de la symétrie paire de P(0,¢, 0y¢)
en 0,¢ et 0y¢. La corrélation (|0,¢ 0y¢|) est infinie. Enfin,

oo sia# £7w/2

(020 00®) = (0:07) cos a + (9,0 Do) sin o = { (2.24)
0 sia==%n/2

2.3.3 Distribution P(|V¢|)

Dans un premier temps nous regardons la projection du gradient de la phase V¢ sur un plan.

Soit le vecteur Vg, ¢ = [0y¢, 0y, 0] représentant la projection du gradient de la phase sur le

plan (x,y). La norme du vecteur V¢ est |V, d| = 1/0¢% + 0y¢?. La distribution P(9,¢, dy¢)

des composantes de V¢ ne dépend que de la norme |V,,¢|. On a donc :
S |Vaydl

P(|V, =  27|Vauy®| P(0rd,0yp) = 2
(1 y¢|) 7| y¢| (00 y@b) T[1+%|sz¢|2]2

(2.25)

P(V.y8) s
P(|V o = vl = .
(VaudT) AVl T[1+ 5 Vayo?]? (2:26)

Dans un deuxiéme temps nous regardons le gradient V¢ complet (3D). Nous construisons la

distribution conjointe pour les trois composantes de V¢ :

E|? L E? E|? +|0.E?
P(E,0,E,0,E,0.E) = —g73 P (—‘ S’ _ 19:EF + ’ayT [* +19-E] > (2.27)
et apreés changement de variables et intégration sur A, ¢, 9, A et 9y A et 0, A :
3 3 1
P(0,¢,0y¢,0,0) = E\/S/T " 52 (2.28)
[1+ 2|Ve|?]
d’ot la distribution pour |V¢| = /0,62 + 0y¢? + 0, ¢>
_ 2 _ 3 [Vo|?
P(IVg|) = 47|V |~ P(0:9,0y¢,0:0) = 31/S/T 3 573 (2.29)
[1+ 7IVel?]
PV 3 \Y
PUveR) =St —apyET (2.30
[1+ 2|Ve|?]
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Conclusion :

Les composantes de V¢ ne sont pas des variables indépendantes, contrairement a l'intuition.
Ni |Vay¢| ni [V¢| ne suivent une loi gaussienne mais une loi de puissance. La valeur moyenne
(I Vayd|) est égale a m/24/T/S = 7/(2V/5), (|V¢|) est égale a 2,/T/S = 2/+/5. Les moyennes

([V2yd|?) et ({V¢|?) sont bien siir égales & l'infini.

2.4 Dérivées en deux points différents

2.4.1 Motivation

On a vu que la partie imaginaire de la fonction de Green (G) moyennée sur le désordre, qui
dépend du libre parcours moyen I, est reliée & la corrélation du champ (2.4). Une premiere

démarche serait de mesurer cette corrélation C(r) = e’/ pour déterminer a (= 2kl).

sinr
T
Malheureusement la dépendance de Im (G) de a est invisible a cause de ’amortissement du sinus
cardinal, appelé déphasage directionnel. Le parametre a est beaucoup plus grand que 1 (Figure
2.2). 1l faut donc considérer une autre quantité. On propose la quantité (9,¢(0) d,é(z,0,0)),
représentant la corrélation entre les dérivées de la phase du champ, au lieu du champ méme.
L’expression exacte [12] peut étre approximée lorsque la fonction de corrélation C(r), sa dérivée

C'(r) et sa dérivée seconde C”(r) sont petites pour x > 1. La quantité vaut alors
1 , 9 ” e—2x/a
(026/(0) 0:6(x,0,0)) ~ 5[C'(2)* = C2)C" (2)] » — =

Ce résultat permet effectivement de déterminer a !

(2.31)

Apreés avoir vérifié ce premier résultat, j’ai recherché d’ autres corrélations pouvant s’avérer
utiles, mon but final étant de pouvoir écrire le tenseur F(r) = (Vo(0) Vo(r)), avec Fyj(r) =
(0;0(0) 0;¢(r)) comme éléments. Non seulement je me demande si ces corrélations contiennent

de l'information (§ 2.4.2), mais je recherche également leurs liens avec la topologie (§ 2.5).

- - - Fonction C(x) = sin(x)/x exp(-x/a)
—— Fonction 1/x exp(-x/a)

Fonction C(x)

distance x

Fig. 2.2: Plot semilogarithmique, pour parametre a = 100. Les oscillations de la fonction de corrélation

du champ C(z) rendent la dépendance 1/x exp(—x/a) invisible.
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2.4.2 Résultat et discussion : F(r)

Le calcul de F(r) pour r = (z,0,0) a été une épreuve compliquée mais intéressante. Les détails
se trouvent dans I’Annexe A. Le tenseur F(z,0,0) = (V¢(0) Vo(x,0,0)) est égal a :

cCi 0 0
F(,0,00=]10 Cy 0 pour tout x (2.32)
0 0
C1 = Ci(z) = (0,¢(0) 0y é(x,0,0
— for=aw@ = @00 0.6tw0.0) o

02 - 02(33) = <ay¢(0) %qb(:n, 07 0)>
et pour z grand

Ci(z) =~ 35 [C?(x) - C(x)C"(z)]
Colz) =~ C(2)C’(x)

- 2x

%

x>1 (2.34)

Interprétation

Interprétons le résultat (2.32). Si r est le vecteur entre deux points 1 et 2, on peut définir
trois directions perpendiculaires entre elles : une direction parallele a r (||) et deux directions
perpendiculaires & r (L1, 12). Nous formulons 4 regles :

e La dérivée de la phase en 1 dans la direction parallele a 7 (notée 9 ¢1) est non corrélée avec
la dérivée de la phase en 2 dans une direction perpendiculaire & r (notée 0, ¢a, 01,¢2) :
(09101, p2) = (0)$101,62) = 0.

e La dérivée de la phase en 1 dans une direction perpendiculaire a r (notée 0,,¢1) est non
corrélée avec la dérivée de la phase en 2 dans lautre direction perpendiculaire & 7 (notée
01,62) : (01,0101,¢2) = 0.

e La correlation entre la dérivée de la phase en 1 dans la direction parallele a r (notée 0| ¢1) et
la dérivée de la phase en 2 également dans la direction parallele a r (notée 0| ¢2) est egale a
(0)¢1 0)¢2) = Cr(|r]).

e La corrélation entre la dérivée de la phase en 1 dans une direction perpendiculaire a r (notée
01,¢1) et la dérivée de la phase en 2 dans la méme direction perpendiculaire a r (notée
01,,¢2) est égale a (91,¢101,¢2) = (01,61 01,¢2) = Ca(|7]).

Attention, méme si certaines corrélations entre les dérivées de la phase sont égales a nulles,

aucune des variables n’est indépendante I'une de 'autre!

Généralisation

Maintenant reprenons le cas général r = (z,y,z) avec r = |r|. Les dérivées par rapport aux
coordonnées dans les directions x,y,z (0;,0,,0,) peuvent toujours étre exprimées en fonction des
dérivées dans la direction parallele a r (9)) et dans 2 directions perpendiculaires & 7 (91,,01,).
En fait, on projette les vecteurs unitaires selon les coordonnées cartésiennes {e,,e,,e.} sur les

vecteurs unitaires selon les coordonnées sphériques {e,, ey, €g}. Par exemple :

Op = cos ¢sinf O, + sin ¢sin 0 e, + cos 0 Oe, (2.35)
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On a donc
(03 0,) = cos® psin? 0 (D, Oe,) + sin® ¢sin? 6 (O, Oey) + 082 0 (De, Dey)

(2.36)
+ ... (Oe, Oey) + -+ (Oe, Oep) + - - - (Oe,y Dey)

Les trois derniers termes de cette somme sont nuls, ce qui est facile & voir si on applique les 4
regles mentionnées ci-dessus. Les moyennes présentes dans les trois premiers termes sont égales
a Cq, Cy et C5 respectivement. On peut ensuite exprimer les cosinus et les sinus en fonction de
x,y,z, de fagon a trouver F,,(r). Suivant une méme démarche pour tous les éléments de F(r),

on obtient le résultat général suivant :

Do+ L0, WO —C) (O —Cy)
2
Fir)=| (C1—-Cy) 50+Z320,  Y(C)—Oy) pour tout r (2.37)

2

Z(C1 - Ch) E(C1-Ch) B+ EHEC

T

e C1=C1) = (0:6(0) 026(,0,0)) (2.38)

Cy = Ca(r) = (9,¢(0) 8,6(r,0,0))

et pour r grand

Ci(r) = % [0’2(7“) — C(’I“)C”(T)]

O -

r>1 (2.39)

10

A — C(r)

107°

C(r) C1(r) C2(r)

a=100
-10 ! ! ! !

0 20 40 60 80 100
distance r

Fig. 2.3: Plot semilogarithmique, pour parametre a = 100. C(r) et C2(r) sont des fonctions oscillantes.

La fonction C;(r) n’oscille pas.
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Information dans F(7r)

La Figure 2.3 compare la fonction de corrélation du champ C(r) avec les fonctions C'(r) et
Cs(r), pour r grand. On constate immédiatement que la fonction C(r) = (9:¢(0) 0z ¢(r,0,0))
convient mieux & déterminer a (a = 2kl), puisqu’elle n’oscille pas. La fonction Cy(r) oscille a
cause du facteur sin 2r, ce qui rend la dépendance exp(—2r/a) beaucoup moins visible. Pendant
des mesures expérimentales il faut bien prendre garde & aligner les récepteurs sur une droite,
sinon on mesure une mélange de C(r) et Ca(r).

La Figure 2.4 montre la dépendance de la fonction C1(r) avec le parametre a. La pente de la
courbe, a des distances R > a, est proportionnelle a a. Une représentation semilogarithmique

2

de la fonction C;(r) multipliée par 7~ serait une droite de pente —2/a.

100 \‘: ...........................

o e

Al \~~~

> h

Al ~~\~

107} t
— a=50
[EEp— a=100

107 ‘ ‘ | |

0 - n 50 80 100

distance r

Fig. 2.4: Plot semilogarithmique de 2r2 C;(r) pour a = 100 et a = 500. La pente dépend de a.

2.5 Application a la topologie

Quand a la fois £ = 0 et n = 0, le champ ¥ = £+1in est nul. L’amplitude A est nulle mais la phase
¢ est indéterminée : il s’agit d'une dislocation topologique [22]. Les équations &(r) = 0 et n(r) =
0 représentent deux surfaces en 3D, dont 'intersection est une ligne de dislocations (Figure 2.5a).
Les dislocations se trouvent sur le croisement de lignes de phase constante, appelées équiphases.
En se promenant autour d’une ligne de dislocations on voit changer la phase par m2w, avec
m € Z. On peut attribuer un signe a la ligne de dislocations (Figure 2.5¢) selon le signe de la

multiplicité m.
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(a) A=0: contour C . (b)
ligne de dislocations ‘

surface n =0

surface £ =0

Z00M
signe + signe -

/2 0 —7/2 0

Fig. 2.5: Topologie. (a) Les dislocations se trouvent sur une ligne. (b) Définissons un contour C dans
Pespace qui entourne plusieurs lignes de dislocations. (c¢) Les dislocations se trouvent sur l'in-

tersection d’équiphases. On peut leur attribuer un signe.

Il est clair que le gradient V¢ atteint de tres grandes valeurs autour de la ligne de dislocations.
Ceci pourrait expliquer la loi de puissance (2.19), et non exponentielle, pour P(0,¢). Les grandes
valeurs de V¢ se manifestent dans la variance {(9,¢)?), qui diverge.

Soit une certaine surface A dans ’espace entourée par un contour C (Figure 2.5b). Les lignes
de dislocations croisent la surface & des endroits discrets. La charge topologique @ de la surface
A est le nombre de lignes de dislocations qui pénetrent la surface A, en tenant compte de la

multiplicité m de chaque ligne. L’application du Théoreme de Stokes donne [21] :

1
Q= ﬁds Vo (2.40)

La valeur moyenne (@) est nulle & cause de la symétrie paire de la distribution P(V¢) en 0,9,

O:¢ et 0,¢. La variance (Q?) peut étre exprimée en fonction du tenseur F(r) :

@) = (271r)2 %cfc ds - (Vé(s)Ve(s')) - ds’

(271r)2 j{oflds-F(s—s’)-ds’

(2.41)

Calcul pour un cercle

Choisissons un cercle de rayon R comme contour. L’intégrant se réduit a une forme sans tenseur :
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— ds — Rd#

- V¢ — %g—‘g composante selon la tangente au cercle

On a donc
oy 1 2 ;1 08(0) 09(0")
(Q°) = )2 j{C C,R do do <R2—80 20 ) (2.42)
LR 1 96(0) 96(6)
- 7% a0 (20000, (2.43)

Maintenant on fait une remarque intéressante : les dérivées selon les tangentes & un meéme
cercle, en deux points séparés par langle 0 (Figure A.2a), sont équivalentes a des dérivées
en deux points séparées par la distance x = 2R |sinf/2], ou les dérivées forment un angle
+6/2 avec 'axe x. Cette équivalence est illustrée par la Figure A.2 de ’Annexe A. Selon la
formule (A.9) calculée dans I’Annexe A, on peut remplacer la moyenne dans I'intégrale (2.43)
par C1(z) cos? /2 — Cy(x) sin?0/2, avec x = 2R |sin§/2|. La variance de la charge topologique
devient :
2 R? [ 2 )
Q%) = —/0 df [C1(z) cos®0/2 — Co(z) sin” 6/2] (2.44)

27
et en changeant de variables (u = sin/2)

u2

2 1 2 1
Q%) = 2R duC1(2Ru)V1 — u? — 2 du C3(2Ru) ———e

28" (2.45)
T Jo T Jo 1 —u?

On connait le comportement asymptotique des fonctions Cy(z) et Ca(z) pour = > 1. Alors
on divise l'intervalle d’intégration [0,2R] en deux parties : [0,1/2R] et [1/2R,1]. Nous nous
intéressons au cas out R tend vers U'infini. Dans le premier intervalle d’intégration, u € [0,1/2R],

on a donc le droit de négliger 1/2R devant 1. Ainsi la variance de ) compte 4 termes.

1/2R 1
/ du C1(2Ru) + / duC1(2Ru)V'1 — u?
0 1

/2R

R—o0 R_2
B 2w

(@)

(2.46)

1/2R 1 u2

— / du Cy(2Ru)u® — / du Cy(2Ru) ———
0 1/2R 1—u

Discussion des 4 termes

e Le premier terme est l'intégrale de la fonction Cp(z) qui diverge logarithmiquement [20] en
x = 0. Supposons que cette intégrale existe : elle est égale a une constante ki1 qui peut

dépendre de a. Le premier terme est donc linéaire en R.

R2 [l/2R R [1
o duCy(2Ru) = & / dyCu(y) = k1(a) R (2.47)
2 0 ™ Jo

e Dans le deuxieme terme, on remplace C1(z) par sa forme asymptotique 6722:2/“. L’intégration

a été faite numériquement avec Matlab (Figure 2.6). Dans la figure, cette partie de la variance

divisée par R est tracée pour deux différentes valeurs de a en fonction de R/a. Apparemment

19



la courbe converge vers un plateau apres une distance caractéristique R = a. Le deuxieme

terme est donc linéaire en R, et la constante de proportionnalité ko dépend de a.

RrRZ 1 1 ! vV1—u?

—/ duC1(2Ru) V1 —u? ~ —/ du e~ 4Fu/a ——— ~ ka(a) R (2.48)

21 Ji2r 4T J1/2R u

e Le troisitme terme est l'intégrale de Co(x) qui diverge pour x = 0. L’intégrabilité de cette
fonction n’a pas encore été étudiée! Si lintégrale de Co(x) existe, le troisieme terme est

linéaire en R~L.

—R2 1/2R -1 1 o
—/ du Cy(2Ru)u? = — [ dyCay(y)y® = ks(a) R71 (2.49)
2 0 47TR 0
e Dans le quatrieme terme, on remplace Cy(z) par sa forme asymptotique % sin z(cos z —

sinz/x —sinz/a) ~ e 22/a

15— sin 2z. L’intégration a été faite numériquement avec Matlab, mais
sans résultat clair. L’intégrant diverge pour le bord x = 1, ce qui pose des problemes pendant
I'intégration numérique. La Figure 2.6 trace le quatrieme terme de la variance multipliée par
R. A part des instabilités numériques, on voit que cette quantité est plus ou moins égale a
une constante k4 qui dépend de a. Toutefois, il faudra étudier I'intégrale plus précisément, et

essayer d’autres algorithmes pour I'intégration numérique.

—R? 1 u? -1 1 sin4Ru 72
— du Cy(2Ru ~ dy e /e 22220 & ki(a) R7Y (250
2 /1/2R 2( )\/]_—u2 16mR 1/2R uvl—u2 4( ) ( )

0.8 0.6

— a=100
i a=500
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Fig. 2.6: (a) Plot semilogarithmique du deuxiéme terme divisé par R en fonction de R/a. Le plateau
dépend de a. (b) Plot du quatriéme terme multiplié par R en fonction de R/a. Les instabilités

numériquent masquent la tendance générale de la fonction.
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Conclusion

Le comportement asymptotique (R > a) de la variance (Q?) a une partie proportionnelle & R,

et une partie qui semble proportionnelle & R~1.

(Q*) = ki1(a) R+ ka(a) R+ ks(a) R™' + ky(a) R71 R>a

2.51
= f(a) R+g(a) R (250

Berry [21] a calculé (Q?) d'une autre fagon, en employant une fonction de corrélation paire et
une intégration ot les bornes sont Gauss moyennées. Il conclut que (Q?) tend vers une constante
plus un terme proportionnel & R~!. Nous n’avons pas réussi & expliquer la raison pour laquelle
les conclusions sont différentes, ni de savoir laquelle des deux est juste.

Les constantes k; dépendent du libre parcours moyen (a = 4kl). Une prochaine chose a faire,
est d’étudier cette dépendance. Pourra-t-on déterminer a en comptant le nombre lignes de
dislocations pénétrant une surface A7 Le degré de désordre du milieu est-il directement lié avec
ce nombre de lignes ? Aussi serait-il intéressant de tracer (Q?) dans le cas 2D. La fonction de
corrélation du champ C(r) est alors une fonction de Bessel.

Ce qui concerne les applications expérimentales de cette théorie prometteuse en sismologie, il
faut quand méme faire une remarque. Méme si on réussit a établir la dépendance des constantes
k; de a, en pratique il ne sera pas toujours possible d’en déduire une méthode pour la détermi-
nation de a. Compter le nombre de lignes de dislocations nécessite la mesure du champ partout
sur la surface A de rayon R > a. Pour les longueurs d’onde de l'ordre 1km, le libre parcours
moyen est de l'ordre 200 km, et il faudrait alors mesurer le champ dans un cercle de rayon de
200km. .. La vérification de la théorie devra étre effectuée avec de petites longueurs d’onde,
pour lesquelles le libre parcours moyen est considérablement plus petit. Par exemple avec les
micro-ondes, ou avec les 'hautes fréquences’ en sismologie ou le libre parcours moyen est de

lPordre 10 m.
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Chapitre 3

Champ élastique aléatoire dans un

milieu infini

Dans ce chapitre ’aspect vectoriel du champ élastique dans un milieu infini et isotrope, est
pris en compte. On suppose que le désordre est aléatoire, il s’agit donc toujours de moyennes
sur le désordre. Nous déterminerons la distribution de ’énergie cinétique, de 1’énergie de 'onde

P et de I’énergie de 'onde S.

3.1 Polarisation élastique

Apres avoir travaillé avec I'équation scalaire dans les chapitres précédents, on peut revenir a
léquation d’onde de départ (1.1). Cette équation est trop difficile pour étre résolue analytique-
ment. On simplifie ’équation en négligeant les gradients des parametres de Lamé : Vi ~ VA &~ 0.

Dans cette approche, ’équation (1.1) se réécrit :
pit = f+ (A +2u)VV - u —puV x (V x u) (3.1)

Toutefois, dans ce chapitre, on ne négligera pas l’aspect vectoriel de 1’équation : les forces
volumiques f (N/m?) et le vecteur de déplacement w (m) comptent trois composantes [fo, fy, f2]
et [ug, uy, u,] respectivement. Le théoreme de Lamé [5] écrit la solution de (3.1) avec 'aide d’un

potentiel scalair ¢ et un potentiel vecteur .

Théoréme de Lamé Si les forces volumiques peuvent étre exprimées comme f = VA+V x B

avec V - B = 0, il existe un potentiel scalaire ¢ et un potentiel vecteur 1, tel que
u=Vo+V X (3.2)
o _ A+2p
P (3.3)

b —a®Vi¢p = Alp avec «

% — PV =B/p avec 2= %

¢ et ¢ sont appelés des potentiels de Helmholtz.
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V¢ est la partie longitudinale (onde P : premiere) de w. Sa vitesse de propagation « étant la
plus grande, cette partie se propage le plus rapidement. Il s’agit de ’onde de compression : le
déplacement est parallele a la direction de propagation.

V x 1 est la partie transverse (onde S : secondaire) de u. Elle a une vitesse de propagation
B qui est inférieure a celle de 'onde P. Le déplacement est perpendiculaire a la direction de

propagation de 'onde. On parle de ’onde de cisaillement. On peut choisir ¥ tel que V - = 0.

Fonction de Green dans un milieu infini, homogene, isotrope

La fonction de Green élastique est un tenseur de rang 2. On note G(r,r’,t) pour un milieu
stationnaire, dont les propriétés ne dépendent pas du temps. L’élément G(7, 7', t);; est la com-
posante ug(r,t) du déplacement & l'endroit » au moment ¢, étant donnée une force §(¢) a
I’endroit 7' dans la direction 3.

D’apres le Théoreme de Lamé, la fonction de Green peut étre écrite comme la somme de ’onde
P et de 'onde S. Pourtant il est commode de faire une décomposition en trois termes : I'onde

P champ lointain, 'onde S champ lointain et le champ proche [5].
Gri = Gy ™+ G/ + Gl (34)

Le champ proche a une dépendance 73 tandis que le champ S lointain et P lointain ont une dé-
pendance r 1. Le champ lointain est une mélange de déplacement longitudinal (P) et transversal

(S) par rapport a la direction de propagation.

3.2 Variables gaussiennes

Les notations sont identiques a celles du deuxieme chapitre.
La transformée de Fourier du vecteur u(r,t) est le vecteur E(r,w), aussi noté E. Un indice
fait toujours référence a une composante. Par exemple E} est la composante k du vecteur E
(k=x,y, z). Chaque composante a une partie réelle £ et imaginaire 7, une amplitude Ay et
une phase ¢y.

up(r,t) — up(r,w) = By = & + iy, = Ape' (3.5)

La dérivée par rapport a la coordonnée m (m==z,y, z) sera notée 0,, . Attention, la convention
de Einstein concernant la sommation sur les indices répétés n’est pas appliquée. Pour les mémes
raisons que celles du deuxieme chapitre, on propose une distribution gaussienne pour chaque

&k, M et toutes ses dérivées spatiales.

3.3 Relation Fonction de Green et Corrélations

Le méme raisonnement que pour I’équation scalaire est valable (cfr. équation 1.20). La corréla-
tion entre deux composantes E} et E; est proportionnelle a la partie imaginaire de la moyenne

de I’élément Gj;. La moyenne est prise sur ’ensemble des réalisations du désordre, et peut étre
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exprimée en fonction du libre parcours moyen [. Si Gg est la fonction de Green d’un milieu

homogene et isotrope, on peut démontrer que

(Ep(r,w) B (r',w)) ~ Im (G (r, 7', w)) (3.6)

lr—r']

~TIm GO (|r —r'|) e~ (3.7)

La partie imaginaire de Gg est composée de deux parties. Avec r = |r| et | le tenseur d’unité :

rr

Im G = —5P(r) +1Q(r) (3:8)
. w sin(wr/«) cos(wr/a) _sin(wr/a)
avec P(r) = 4mpo [ wr/a 3 (wr/a)? ? (wr/a)3 ]
_w [sin(wr/B) cos(wr/B) _sin(wr/pB)
ArpB@ | wr/B +3 (wr/B)? s (wr/B)3 ] (3.9)
Q) = w [cos(wr/a) B sin(wr/a)} '
dmpad | (wr/a)? (wr/a)3
_w  [sin(wr/B) | cos(wr/B) Sin(wr/ﬂ)]
dmpB3 | wr/B (wr/B3)? (wr/B)3

Pour les matrices de corrélation C, nécessaires pour la construction de différentes distributions
conjointes (formule 2.2), on aura besoin des limites en r tendant vers zéro. Pour r petit, la
description (3.7) avec l’exponentiel exp(—r/2l) n’est plus valable, donc on a le droit de prendre
les limites de ImG® au lieu de Im(G). Le développement en 7 pour r petit est de la forme suivante

(avec c1, co, c3 des constantes) :

P(r)=c P24 (3.10)
Q(r)=ca+cgr+-- (3.11)
ImG’=rre; +leg+legr?+--- (3.12)
Les limites 7 — 0 deviennent (notation : S, U, V', W pour les limites non nulles)
(|IEx*) =Tm G%(0) =S = (A2) = w/(47p) 1/3(1/a® +2/5°) 3.13)
(BREf) =Im G%,(0) =0 (k#1) (3.14)
I 0
(B o) = TS0y~ 0 (kL) (3.15)
On distingue différents cas pour la corrélation entre deux dérivées du champ :
821m Gokl
By OB = ————— : 1
(O By O ) = — -t 0) (316)
(OpEy OLEY) = = ((OpAR)?) = w?/(4mp) 1/15(3/a® +2/3°)
(OnEr O ) = =) B0/ F )

(OmEx OE},)

les autres :

U

Vo = ((0mAr)?)
W = (9xEjy O EX)
0

Remarquez que W < 0 et que V > U > |W|.
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3.4 Distributions de base

Le but est de construire la distribution des densités d’énergie élastique. Le mot ’densité’ doit
étre interprété comme 1’énergie par unité de volume et par intervalle de fréquence w : il s’agit
de la densité spectrale. Dans la littérature les moyennes des densités d’énergie élastique sont
bien connues [4]. Nous envisageons de calculer la distribution compléte des densités d’énergie,
a partir de la statistique gaussienne.

De facon générale, pour un déplacement E(r,w), les densités d’énergie cinétique E., potentielle

de compression E;, et potentielle de cisaillement E4 sont définies [5] par les relations :

1

E. = §pw2|E|2 (3.18)
1

E, = §poz2|V-E|2 (3.19)
1

E, = §pg2\v x E|? (3.20)

Il faudra donc chercher les distributions de |E|?, de |V - E|? et de |V x E|?. Avant de considérer
ces distributions, on regarde de plus proche la distribution du champ méme et les distributions
des dérivées du champ.

Le champ méme

Les composantes F,, F, et E, sont trois variables gaussiennes indépendantes.

P(E;,Ey E,)=P(E,;)P(E,)P(E,) (3.21)
2
avec P(Ej) = %exp (—%) (3.22)

avec S défini par (3.13) : S = (|Ej|?). Le changement de variables vers Ay, et ¢}, montre que les

amplitudes A,, A, et A, et les phases ¢, ¢, et ¢, aussi sont toutes des variables indépendantes.

P(A:caAyaAZ7¢x7¢y7¢z) = P(A:c)P(Ay)P(Az)P(¢I)P(¢y)P(¢z) (323)
24, A2
avec P(Ag) = —— exp <——>
15 S (3.24)
P(qsk):% 0<o<2rm

L’amplitude moyenne (A) est égale & /7S /2 et la moyenne (A7) est égale a S.

Les dérivées du champ

On peut toujours factoriser la distribution conjointe P(Ej, 0, Ex) en P(E;)P (0, Ey), ainsi une
composante du champ E; et une dérivée de la méme ou d’une autre composante du champ
OmE), sont toujours indépendantes. Pour & = m la variable J F}, a une distribution gaussienne

de moyenne (|9, Ey|?) égale & U, avec U donné par (3.17). Quand m # k la variable 9,,E}, a
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aussi une distribution gaussienne mais de moyenne (|0, Ex|?) égale & V(> U), avec V défini par
(3.17).

P(E;,0mEy) = P(E;)P(0pEk) (3.25)
k=m: % exp (——Iakng)

PO Ex) =
k#m: % exp (_ |5m5k\2)

(3.26)

Les trois composantes de VEy (0,Ey,0yE), 0. E)) sont toutes indépendantes. Aussi les trois
composantes de O E (O Ey, Om Ey, Oy E-) sont indépendantes.

P(VEy) = P(0yEy, 8,E),, 8. Ey,) = P(9,Ey)P(8,E,) P (0. Ey) (3.27)
P(OnE) = P(OpEy,0mEy, 0nE.) = P(8,E,)P(0x E,) P(9,E-) (3.28)

Attention, les éléments du tenseur 9; E; ne sont pas tous indépendants. Par exemple, la distri-
bution conjointe P (0 Ey, 0, F;) n’est pas égale a P(0pEy)P(01E;), et la distribution conjointe
PO Ex, O Ey,) n'est pas factorisable en P(0,, Ey)P(0xEy,) non plus.

La matrice de corrélation C, qui contient les corrélations entre les 9 éléments du tenseur VE,
est de dimension 9 x 9. La diagonalisation de cette matrice montre que la distribution conjointe

correspondante est factorisable en quatre parties Py, Py, P3 et Py.

P(VE) = P(0,E,,0,E,,...) =P, P, Ps P, (3.29)
avec
1 |0, E, — 0, E,|? |0, E, + 0, E,|?
P, = P(0,E,,0,E;) = ————— 1%y — %y 1%y T %
1= PUO:Ey, OyFa) = Tar ) &P < 2(V — W) > < 2V + W)
(3.30)
Py, =P(0,FE,,0.E;) =...idem... (3.31)
Py = P(0,E,,0,E,) = ...idem. .. (3.32)
1 |0 E, — 0,E,|?
Py = P(8,E,,0,E,,d.E.) = ——== 24 .. :
1= POE 0By, 0:E2) = S oy —we eXp( 200 — W) ) (3:33)

0, Ey + 0y B, — 20, E,|* 0, Ey + 0yEy + 0, E.|?
...exp | — eXp | —
6(U—W) 3(U +2W)

Maintenant tous les éléments nécessaires au calcul de la distribution des densités d’énergie sont

connus.

3.5 Distributions de densités d’énergie

3.5.1 Energie cinétique E.

La distribution des amplitudes des trois composantes du champ E P(A,, A,, A.) permet de
calculer la distribution de |E| et de |E|?, car |E|? = A%—I—A%—I—Ag. En fait, la démarche ressemble
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a un changement de coordonnées cartésiennes (z,y,z) vers des coordonnées sphériques (r,¢,0)

avec 12 = 22 + 3% + 22, suivi d’une intégration sur ¢ et @ :

dzdydy = r?sin6 drdeédo
P(r) =r? // P(x,y,z)sinf d¢ db

Si x,y,z > 0, on integre sur un huitieme de l'espace, alors ¢,6 : 0 — 7/2. Si en plus P(x,y, 2)

(3.34)

est de la forme P(x,y,z) =a(zyz) e_b’"g, la distribution P(r) devient

/2 /2
P(r)= r2/ d¢/ dé siné a (rcos ¢sin6)(r sin ¢ sin 0)(r cos 0) ebr?
0 0

b2 w/2 w/2 335
—ar’e " / cos ¢ sin ¢ / cos O sin® 0 d6 (3.35)
0 0

1 2
:_aTSe br

8
Les variables (A;,Ay,A;) prennent le role de (x,y,2) et |E| prend le role de 7.

2B A, 4,A, A2 + A2 4 42
P(Ag, Ay As) = === exp <—+ (3.36)
E° E?
= P(E|) =~ exp( ~—— (3.37)

On rappelle la définition de la densité d’énergie cinétique E, = % pw?|E|? et finalement on écrit
la distribution de E.. :

27 E2 3E. 3 4, w1 2
P(Ec) ) <Ec>3 exp <_@> avec <Ec> = Epw S = 8_7'(' <$ + @) (338)

Conclusion :

La statistique de I’énergie cinétique E. a une distribution Gamma d’ordre 3. La probabilité de
trouver E. = 0 tend vers zéro. Logique, car E. = 0 implique que les trois composantes de E
sont simultanément nulles, ce qui est peu probable.

La valeur moyenne (E.) est égale & 2pw?S = w?/(87)(1/a® + 2/3%). La moyenne (EZ) existe et
vaut 4/3(E.)?, la variance de E, est donc égale & 1/3(E.)2.

3.5.2 Energie potentielle de compression E,

La distribution de 0, E,, 0yE, et 0.F, est donnée par I'expression Py (3.33). Le changement de

variables suivant facilite considérablement le calcul de la distribution P(V - E).
K=0,E, +0yFEy+0.E, =V -E
L=0.FE,+0,E,—20,F, (3.39)
M =0, FE, — 0,F,

L’intégration sur les parties réelles et imaginaires de L et de M résulte en la distribution
P(K)=P(V-E).

V- E?
37(0 + 2w) P <_3(U n 2W)> (340)



On rappelle la définition de la densité d’énergie potentielle de compression E,, = % pa®|V - E|?

et finalement on écrit la distribution de E,, :

w3

Sras

P(Ep) = - exp <—&> avec (Ep) = §,ooP(U +2W) =

) (E,) 2 (3.41)

Conclusion :

La statistique de ’énergie potentielle de compression E,, suit une distribution exponentielle. La
probabilité de trouver E;,, = 0 est non nulle.

La valeur moyenne (E,) est égale & 3pa?(U + 2W) = w?/(8ma?), ce qui ne dépend que de la
vitesse de propagation o de 'onde P. La moyenne (Ef,) existe et vaut 2(E,)?, la variance de E12,
est donc égale a <Ep>2. L’écart-type de Ef, est aussi grand que la moyenne. C’est une propriété

connue de la distribution exponentielle.

3.5.3 Energie potentielle de cisaillement E;

Les composantes du rotationnel du champ V x E sont égales a

R, =V x E|,= 0,E. — 0,E,
R, = [V x Ely= 0.E, — 0, F-
R.=|V x E|.= 8,E, — 0,E,

Selon I'équation (3.29) les trois composantes R,, R, et R, sont des variables indépendantes.
Alors la distribution conjointe P(R;, Ry, R.) est simplement le produit des trois distributions
individuelles P(R,)P(R,)P(R.). De méme la distribution P(|R;|,|R,|,|R-|) est égale au pro-
duit P(|R;|)P(|Ry|)P(|R:|). I suffit donc d’étudier la distribution d’une seule composante, par
exemple R,. Elle est obtenue en effectuant le changement de variables suivant dans I’expression
de la distribution P; (3.30) :

K =8,E,—8,E, = [V x E], = R,
L=08,E,+0,E,

L’intégration sur la partie réelle et imaginaire de L résulte en la distribution P(K) = P(R.).

2
P(K) = P(R.) = m exp <—%> (3.43)

avec V et W défini par (3.17). La distribution P(|R;|, |R,|,|R-|) est alors donnée par

R,R,R.

P(|Rz|, [Ryl, |R:|) = o5 exp <_ (3.44)

(V—-w)?

R2 + R + R?
20V — W)

Le méme raisonnement est ensuite suivi que dans le calcul de I’énergie cinétique E.. Les variables
|R.|, |Ry| et |R,| prennent le role de (z,y,z) et |V x E|?> = |R.|*> 4+ |Ry|? + |R.|? prend le role
de 2.

P(IV x El) =

|V x E|° <_ |V x E|? > (3.45)

BV —w) P\ 2 —w)
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On rappelle la définition de la densité d’énergie potentielle de cisaillement E; = % 3%V x E|?

et finalement on écrit la distribution de Eg

27 E2 3E 3

P(Ey) = 5 (ES>83 exp <— <E:>> avec (E,) =3p63(V —W) = R

e

(3.46)

Conclusion :

La statistique de I’énergie potentielle de cisaillement E4 suit une distribution Gamma d’ordre
3, comme la statistique de E.. La probabilité de trouver E; = 0 tend vers zéro. Logique, car
E; = 0 implique que les trois composantes de V x E sont simultanément nulles, ce qui est peu
probable.

La valeur moyenne (E,) est égale a 3p3%(V — W) = 2w3/(873%), ce qui ne dépend que de la
vitesse de propagation 3 de I'onde S. La moyenne (E2) existe et vaut 4/3(E;)?2, la variance de
E; est donc égale a 1/3(E;)?2.

3.5.4 Remarques

D’apres les expressions (3.25) et (3.29), les trois densités d’énergie sont indépendantes. Leur
distribution conjointe P(E., E,, E;) est simplement le produit P(E.)P(E,)P(Ey). La distribu-
tion conjointe P(E., Ep, E5) permettra de calculer d’autres distributions intéressantes et de les
comparer avec les résulats expérimentaux. Ainsi on aura une nouvelle méthode pour évaluer

la validité de I’hypothese des variables gaussiennes. Par exemple, la distribution P(E./Ep) est

donnée par :

On constate que — comme prévu par la théorie [4] — les moyennes (E.), (Ep) et (E;) obéissent

aux égalités suivantes :

E)
) + By
E,)

- (3.48)

(Epy 5%
La Figure 3.1 montre les trois distributions P(E.), P(E,) et P(E,). Les moyennes ont été

choisies telles que les égalités (3.48) soient respectées. Les énergies sont exprimées en unités de
<Etotale> - <Ec> + <Ep> + <E5>
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Fig. 3.1: Distribution des densités d’énergies élastique

: densité d’énergie cinétique (C), d’énergie po-
tentielle de compression (P) et d’énergie potentielle de cisaillement (S), de moyenne (E.), (E,)
et (E,) respectivement (notées (C), (P) et (S)).
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Conclusion

Dans ce rapport on a considéré le champ diffus dans un milieu désordonné, dont le désordre
est aléatoire. On a admis ’hypothese d’'une statistique gaussienne pour le champ diffus, se
basant sur I’argument que le champ est la superposition d’une infinité de chemins. On a étudié
les conséquences de cette hypothese, en particulier pour la phase et pour ses dérivées.

Dans un premier temps on s’est concentré sur ’équation scalaire. En un point les dérivées
de la phase selon de différentes directions ne sont jamais indépendantes. Elles suivent une loi
de puissance, ainsi que la norme du gradient de la phase. Quant aux dérivées de la phase en
deux points différents, le tenseur F contenant toute 'information a été construit. On a constaté
que 'élément F,,(z,0,0), soit la fonction Ci(z), convient a déterminer le libre parcours moyen
[, car cette fonction n’a pas d’oscillations. Quatre récepteurs alignés suffisent donc a mesurer [ :
une expérience assez simple en sismologie.

Ensuite le lien avec la topologie a été établi. On a suggéré que la variance de la charge
topologique d’un cercle ne dépend que du rayon du cercle et du libre parcours moyen. Une
idée surprenante : le degré du désordre est directement lié au nombre de lignes de dislocations
qui pénetrent la surface. Idée intéressante, oui, mais en réalité sans applications directes en
sismologie. En ce qui concerne la théorie, il reste plusieurs questions a résoudre. Premierement
il faudra étudier plus précisément la facon dont dépende la variance de la charge topologique
du libre parcours moyen. Deuxiemement il faudra expliquer le désaccord avec la conclusion de
Berry.

Dans un deuxieme temps, I’équation avec son aspect vectoriel a été étudiée. La construc-
tion des distributions du champ, de son rotationnel et de son gradient a permis de calculer la
distribution conjointe complete des densités d’énergie cinétique, d’énergie potentielle de com-
pression et d’énergie potentielle de cisaillement. La comparaison de cette distribution conjointe
avec les expériences, permettra a évaluer la validité de I’hypothese de la statistique gaussienne.

Il serait intéressant de refaire les mémes raisonnements en employant la fonction de Green
a deux dimensions, ou la fonction de Green des ondes de surface (ondes Rayleigh/ondes Love).
La fonction de corrélation, liée a la partie imaginaire de la fonction de Green, aura une autre
forme : il faudra alors étudier quelles sont les influences sur les corrélations des dérivées de la

phase.
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Annexe A

Calcul de F(z,0,0)

Pour calculer un élément du tenseur F(z,0,0) = (V¢(0) Vé(z,0,0)) il faut construire la densité
de probabilité P(E1, Ey, E3, Ey) ou P(Eq,0,E1, Ea, 0gE?3), ce qui nécessite une nouvelle matrice

C avec en général 5 variables. Les intégrations sont tres compliquées. Il est alors préférable de se

servir du résultat (2.31) : nous étudierons les cas qui correspondent a la méme matrice C (A.1).

On sera ensuite capable d’écrire F dans le cas général.

Résultat de base Soit P(F1, Es, E3, E4) la distribution conjointe du champ en quatre points.

Les points 1 et 3 se trouve a une distance x. Les points 1 et 3 se trouve a une petite

distance u des points 2 et 4 respectivement. La matrice de corrélation C correspondante

est alors de cette forme :

z
1

c Ct
c- C
avec
1 z
z 1

1 =0C(0)
z = C(u)

A.
C =C(x) (A1
C*t =C(z) £ uK(z)+ 3u?L(z)

Si K(z) et L(z) sont déterminés par les développements limités en u des éléments C'T

et C~ de la matrice de corrélation, et si C(x), K(z) et L(x) sont assez petits devant 1

pour x grand, il est & démontrer que la corrélation entre la dérivée de la phase au point 1

dans la direction 1-2 et la dérivée de la phase au point 3 dans la direction 3-4 peut étre

approximée par

(0120(r1) O340(7r3)) ~ %

[K2(x) — C(x)L(z)] pour z grand (A.2)

Supposons tout d’abord que r = (x,0,0) et calculons F(z,0,0), avec éléments
Foa(2,0,0) = (0:6(0) 0:¢(x,0,0)) (A.3)
Fay(2,0,0) = (9:9(0) 9y¢(x,0,0)) (A.4)
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Fye, Fyz, etc. sont pareils. On introduit aussi la corrélation (0,¢(0) 9g¢(z,0,0)) qui s’exprime

en fonction de Fgy, Fuy, Fyz et Fyy.
Onp = cosa0y¢+sinadyo
Ogp = cosB0,¢+sinf0y¢
(0a(0) 0gp(x,0,0)) = cosacosBFy,(x,0,0) + cosasinf Fyy(z,0,0) (A.5)
+sinacos B Fyz(x,0,0) 4+ sinasin 8 Fy,(z,0,0)

Nous calculons (9,¢(0) 93¢ (x,0,0)) dans quatre cas différents, toujours pour x > 1. Les fonc-

tions C1(x) et Ca(z) seront définies.

o o P(0p,0:0)

@ e

N
2
®

U

%3 P(0y,0y9)

(b) 2UI> QIUZL %
1 1

2
(@ C/“ - /<a . 6.0
1 @ Q:K]_O‘ 1 z 3\<—a P(0u6:000)
4

Fig. A.1: Configuration pour les 4 cas particuliers. (a) Configuration pour {9,¢(0)d,¢(x,0,0)). (b)
Configuration pour (9y¢(0) dy¢(x,0,0)). (c) Configuration pour (9,¢(0)da¢(z,0,0)). (d)
Configuration pour (9,¢(0) d_a¢(z,0,0)).

Configuration de la Figure A.la. Les quatres points sont alignés.

CF = Cla+u) = C) £ u C'(x) 4—u? C"(x)
—— 2 =

K(z) L(z)

= Fa = (2:6(0) 0:6(2,0,0)) = Ca(a) ~ 1 [(%(2) - C@C"(@)]  (A6)
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Configuration de la Figure A.1b. Les quatres points forment un rectangle.

C*F = C(\/m) =C(z) + %u2 @

L(z)
= Fuy = (0,6(0) 0,6(2,0,0)) = Cae) ~ - ST (A7)

Cas3:

Configuration de la Figure A.lc. Les quatres points forment un parallelogramme.

1 !
C*F =C(Va?+u? taucosa) = C(z) £ u C'(x) cos v +=u? | C”(z) cos® o + Clz) sin? o
—_— 2 T
K(z) ~
L(z)
= (040(0) Dad(z,0,0)) = Cy cos® a + Co sin® (A.8)

Cas4:

Configuration de la Figure A.1d. En fait, il s’agit des dérivées selon les tangentes & un méme

cercle de rayon R, en deux points séparés par un angle 2« (Figure A.2). Autrement dit,

(Dad(0)0_a6(,0,0)) = — (20(0) 9¢(0)

CR2Y 00 00 )
4
o

x = 2R |sin o

u = 2R |sin Aq|

Fig. A.2: Equivalence entre les dérivées en (a) et les dérivées en (b), avec x = 2R |sin .

Le développement limité en u de C* meéne au résultat suivant :

/
C* = C(2Rsin(a + Aa)) = C(z) £ u C'(z) cos a —|—1u2 [C”(aj) cos? a — =) sin? a]
——— 2 T

K(x
(@) pe

= (0,0(0) 0_ad(x,0,0)) = C cos®> a — Cysin® o (A.9)

35



En remplacant les résultats des quatre cas dans I’équation (A.5) nous obtenons (pour = grand) :
1
Faa(2,0,0) = (026(0) 0:¢(,0,0)) = Ci(z) = 5 [C%(z) = C(2)C"(x)]
C(x)C'(z
Fup(2.0.0) = (0,6(0),6(2.0,0)) = Cola) ~ - SO (410
me(iU,0,0) = wa(_x7030) =0

Le résultat F,,(2,0,0) = 0 (pour x grand) semble & premiere vue un peu étrange, mais est
confirmé par un deuxiéme calcul. La distribution P(Eq,0,E, E2, 0y E») selon la configuration
de la Figure A.3a mene a la distribution P(A1, A2, ¢1, ¢2, 05 A1, 0y Az, 0xd1,0,02) qui est paire
en Jy¢py. Par conséquent Fy(z,0,0) = 0 pour tout z, et aussi Fy,(2,0,0) = Fgy(—2,0,0) =0

pour tout z. Ce résultat est en accord avec le résultat précédent (2.24) pour x = 0.

0y Es
0., é
(a) o~ P(Ey, Ez,0,E1,0,E»)
E1 T E2
% ayEl 0, Fs
(b) @E) P(Ey, Ey,8,E1,8.E)
El T 2

Fig. A.3: (a) Configuration pour P(E1, E2, 0, E1,0yFE>). (b) Configuration pour P(E1, E2, 0y E1, 0, E»).

Il reste une quantité a déterminer : F,.(x,0,0). La distribution P(E;, 0, E1, Ea,0yE>) selon la
configuration de Figure A.3b mene a la distribution P(A1, Az, ¢1, ¢2, 0y A1, 0, Az, Oyd1, 0:¢2) qui
est paire en Oy¢y et paire en 0,¢o . Par conséquent F.(z,0,0) = 0 pour tout .

Fyz(x ) Fay

En résumé, le tenseur F(z,0,0) = (V@(0) Vo(z,0,0)) est égal a :

(—2,0,0) =0
(pour tout x) (A.11)
(—2,0,0) =0

cCi 0 O
F(,0,00 =10 Cy 0 pour tout z (A.12)
0 0 (s
C1 = Ci(z) = (0,¢(0) Oy d(x,0,0
e 1= Ci(z) = (9:¢(0) 9:¢(2,0,0)) (A13)

Ca = C(x) = (9y9(0) 9y ¢(x,0,0))
et pour z grand

Ci(z) = 3[C%(z) - C(a)C" ()]

o) -t

r>1 (A.14)
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