
�« ¢  IV

�¨­ ¬¨·¥±ª®¥ ¬­®£®ª° ²­®¥ ° ±±¥¿­¨¥ ¢ ³±«®¢¨¿µ

±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­®£® ¤¢¨¦¥­¨¿ ° ±±¥¨¢ ²¥«¥©

�®°®¸® ¨§¢¥±²­®, ·²® ¯°¨ ¯ ¤¥­¨¨ « §¥°­®£® ¨§«³·¥­¨¿ ¤®±² ²®·­®©

¬®¹­®±²¨ ­  ±³±¯¥­§¨¾ ¬¨ª°®· ±²¨¶ ¬®¦¥² ¨¬¥²¼ ¬¥±²® ³±ª®°¥­¨¥

· ±²¨¶ ¢ ¯®«¥ ½«¥ª²°®¬ £­¨²­®£® ¨§«³·¥­¨¿. � °¥§³«¼² ²¥ ¢ ±°¥¤¥ ´®°-

¬¨°³¥²±¿ ±«®¦­®¥ ¯®«¥ ±ª®°®±²¥© · ±²¨¶. �²® ¿¢«¥­¨¥ ¬­®£®ª° ²­®

­ ¡«¾¤ «®±¼ ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­® [156{159]. � ° ¬ª µ ­ ±²®¿¹¥© ¤¨±±¥°-

² ¶¨¨ ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¨­²¥°¥±­»¬, ¢®-¯¥°¢»µ, ° ±±¬®²°¥²¼ ¢®§¬®¦-

­®±²¨ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¿ ¬¥²®¤®¢ ��� ¤«¿ ¤¨ £­®±²¨ª¨ ¨­¤³¶¨°®¢ ­­»µ

« §¥°­»¬ ¨§«³·¥­¨¥¬ ¯®²®ª®¢ · ±²¨¶ ¢ ª®­¶¥­²°¨°®¢ ­­»µ ±³±¯¥­-

§¨¿µ ¨, ¢®-¢²®°»µ, ° ±±·¨² ²¼ ¯®¯° ¢ª¨ ª ¢°¥¬¥­­�®©  ¢²®ª®°°¥«¿-

¶¨®­­®© ´³­ª¶¨¨ ¬­®£®ª° ²­® ° ±±¥¿­­®£® ¨§«³·¥­¨¿, ®¡³±«®¢«¥­­»¥

½´´¥ª² ¬¨ « §¥°­®£® ³±ª®°¥­¨¿ ° ±±¥¨¢ ¾¹¨µ ¶¥­²°®¢ ¢ ±«³· ©­®-

­¥®¤­®°®¤­®© ±°¥¤¥.

�°®¡«¥¬  ¤¨ £­®±²¨ª¨ ¨ ¢¨§³ «¨§ ¶¨¨ ±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­»µ ¯®-

²®ª®¢ ¢ ª®­¶¥­²°¨°®¢ ­­»µ ±³±¯¥­§¨¿µ ¢®§­¨ª ¥² ¥±²¥±²¢¥­­»¬ ®¡° -

§®¬ ¯°¨ ¯®¢»¸¥­¨¨ ª®­¶¥­²° ¶¨¨ ±³±¯¥­§¨¨. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¯°¨ ­¨§-

ª®© ª®­¶¥­²° ¶¨¨ · ±²¨¶ ¨µ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¬®¦­® ­ ¡«¾¤ ²¼ ¢ ®¯²¨·¥±ª¨©

¬¨ª°®±ª®¯, ¡¥§ ²°³¤  ®¯°¥¤¥«¿¿ ²° ¥ª²®°¨¨ ¨ ±ª®°®±²¨ ®²¤¥«¼­»µ · ±-

²¨¶. �²  ¢®§¬®¦­®±²¼ ®¡¥±¯¥·¨¢ ¥²±¿, ¯® ±³²¨, ²¥¬ ¯°®±²»¬ ´ ª²®¬,

·²® ¢ ±³±¯¥­§¨¿µ ± ­¨§ª®© ª®­¶¥­²° ¶¨¥© ° ±±¥¨¢ ¾¹¨µ ¶¥­²°®¢ ¨¬¥-

102
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¥² ¬¥±²® °¥¦¨¬ ®¤­®ª° ²­®£® ° ±±¥¿­¨¿ ¨§«³·¥­¨¿: ±¢¥² ®² ¨±²®·­¨ª 

¨§«³·¥­¨¿ ° ±±¥¨¢ ¥²±¿ ­  ®¯°¥¤¥«¥­­®© · ±²¨¶¥ ¨ § ²¥¬ ° ±¯°®±²° -

­¿¥²±¿ ª ®¡º¥ª²¨¢³ ¬¨ª°®±ª®¯ , ­¥ ¯°¥²¥°¯¥¢ ¿ ¯®¢²®°­®£® ° ±±¥¿­¨¿

­  ¤°³£¨µ · ±²¨¶ µ ±°¥¤». �«¿ ±³±¯¥­§¨© ± ¢»±®ª®© ª®­¶¥­²° ¶¨¥©

· ±²¨¶ ±¨²³ ¶¨¿ ±³¹¥±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬ ¬¥­¿¥²±¿: ­ ±²³¯ ¥² °¥¦¨¬

¬­®£®ª° ²­®£® ° ±±¥¿­¨¿ ¨§«³·¥­¨¿ ¨ ²° ¥ª²®°¨¿ ®²¤¥«¼­®£® ´®²®­  ¢

±°¥¤¥ ­ ¯®¬¨­ ¥² ±ª®°¥¥ ²° ¥ª²®°¨¾ ¡°®³­®¢±ª®© · ±²¨¶», ·¥¬ ¯°¿-

¬³¾ «¨­¨¾. �®½²®¬³ ­ ¡«¾¤ ²¥«¼ ­¥ ¬®¦¥² ¢¨¤¥²¼ ®²¤¥«¼­»µ · ±²¨¶

¢­³²°¨ ±°¥¤»; ¢ ®ª³«¿°¥ ¬¨ª°®±ª®¯  ¢¨¤­® «¨¡® ° ¢­®¬¥°­® § ±¢¥·¥­-

­®¥ ¯®«¥ (¢ ­¥ª®£¥°¥­²­®¬ ±¢¥²¥), «¨¡® ´«³ª²³¨°³¾¹ ¿ ¢® ¢°¥¬¥­¨

±¯¥ª«-ª °²¨­  (¢ ª®£¥°¥­²­®¬ ±¢¥²¥). � ª ¡»«® ¯®ª § ­® ¢ ¯°¥¤»¤³¹¨µ

£« ¢ µ, ´«³ª²³ ¶¨¨ ±¯¥ª«-ª °²¨­» ­¥±³² ¨­´®°¬ ¶¨¾ ® ¤¨­ ¬¨·¥±ª®©

±²°³ª²³°¥ ±°¥¤» (².¥. ®¡ ¨­¤³¶¨°®¢ ­­®¬ « §¥°­»¬ ¨§«³·¥­¨¥¬ ¤¢¨-

¦¥­¨¨ · ±²¨¶ ¢ ±°¥¤¥). �¨¦¥ ¬»  ­ «¨§¨°³¥¬ ¢®§¬®¦­®±²¼ ¨§¢«¥·¥­¨¿

½²®© ¨­´®°¬ ¶¨¨ ¬¥²®¤ ¬¨ ���.

�®¬¨¬® § ¤ ·¨ ¤¨ £­®±²¨ª¨ ±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­»µ ¯®²®ª®¢ ¢§¢¥-

¸¥­­»µ ¢ ¦¨¤ª®±²¨ ¬¨ª°®· ±²¨¶ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨­²¥°¥±  ­ «¨§ °®«¨

½´´¥ª²®¢ « §¥°­®£® ³±ª®°¥­¨¿ ¢ § ¤ · µ ¬­®£®ª° ²­®£® ° ±±¥¿­¨¿ ¢®-

®¡¹¥. �¥©±²¢¨²¥«¼­®, ¢±¥ ¨§¢¥±²­»¥ ­ ¬ ½ª±¯¥°¨¬¥­²» ¯® ¤¨­ ¬¨·¥±-

ª®¬³ ¬­®£®ª° ²­®¬³ ° ±±¥¿­¨¾ ±¢¥²  ¢ ±«³· ©­®-­¥®¤­®°®¤­»µ ±°¥-

¤ µ ¨­²¥°¯°¥²¨°®¢ «¨±¼ ¤® ±¨µ ¯®° ¢ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨ ²®£®, ·²® ¨§«³·¥-

­¨¥ ­¥ ¢«¨¿¥² ­  ¤¨­ ¬¨ª³ ° ±±¥¨¢ ¾¹¨µ ¶¥­²°®¢ ¢ ±°¥¤¥. �®²¿ ½²®

¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥, ¡¥§ ±®¬­¥­¨¿, ®¯° ¢¤ ­® ¯°¨ ¬ «»µ ¨­²¥­±¨¢­®±²¿µ I

¨§«³·¥­¨¿, ®­® ¬®¦¥² ±² ²¼ ­¥¯°¨¥¬«¥¬»¬ ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ I. �»¿±­¥-

­¨¾ ³±«®¢¨©, ¯°¨ ª®²®°»µ ±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ° ±±¥¨¢ ¾-

¹¨µ ¶¥­²°®¢ ¢ ±«³· ©­®-­¥®¤­®°®¤­»µ ±°¥¤ µ ­¥®¡µ®¤¨¬® ¯°¨­¨¬ ²¼

¢® ¢­¨¬ ­¨¥ ¯°¨ ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¨ ¬¥²®¤¨ª¨ ���, ¯®±¢¿¹¥­  ¢²®° ¿ · ±²¼

­ ±²®¿¹¥© £« ¢».



| 104 |

4.1 �´´¥ª²» « §¥°­®£® ³±ª®°¥­¨¿ ¬¨ª°®· ±²¨¶

�®§¤¥©±²¢¨¥ « §¥°­®£® ¨§«³·¥­¨¿ ­  ¢§¢¥±¨ · ±²¨¶ ¬¨ª°®­­®£®

¨«¨ ±³¡¬¨ª°®­­®£® ° §¬¥°®¢ ¢ ¦¨¤ª®±²¨ ¨«¨ £ §¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨§ ±¥-

¡¿ ¤®±² ²®·­® ±«®¦­»© ¯°®¶¥±±. �®²¿ ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­® ­ ¤¥¦­® ³±² -

­®¢«¥­®, ·²® « §¥°­®¥ ¨§«³·¥­¨¥ ³±ª®°¿¥² ¢§¢¥¸¥­­»¥ · ±²¨¶», ±²°®-

£¨© ²¥®°¥²¨·¥±ª¨©  ­ «¨§ ½²®£® ¿¢«¥­¨¿ ®ª §»¢ ¥²±¿ § ²°³¤­¨²¥«¼­»¬

¢¢¨¤³ ­ «¨·¨¿ ° §«¨·­»µ ¬¥µ ­¨§¬®¢ ³±ª®°¥­¨¿ · ±²¨¶ ¨§«³·¥­¨¥¬

« §¥° .

� ±±¬®²°¨¬ ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ ±´¥°¨·¥±ª³¾ · ±²¨¶³ ° ¤¨³±  a,

¢§¢¥¸¥­­³¾ ¢ ¦¨¤ª®±²¨. �³¤³·¨ ¯®¬¥¹¥­­®© ¢ « §¥°­»© ¯³·®ª, · ±-

²¨¶  ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬

� ±¨«» ±¢¥²®¢®£® ¤ ¢«¥­¨¿ Fp,

� £° ¤¨¥­²­®© ±¨«» Fr,

� ª®­¢¥ª¶¨®­­®£® ³¢«¥·¥­¨¿,

� ° ¤¨®¬¥²°¨·¥±ª®£® ¤ ¢«¥­¨¿,

� ±¢¥²®°¥ ª²¨¢­®£® ¤ ¢«¥­¨¿.

� ±«³· ¥, ª®£¤  ° §¬¥° · ±²¨¶» ¬¥­¼¸¥ ¤«¨­» ¢®«­» « §¥°­®£® ¨§«³-

·¥­¨¿ �, ¢»° ¦¥­¨¿ ¤«¿ ±¨«» ±¢¥²®¢®£® ¤ ¢«¥­¨¿ ¨ £° ¤¨¥­²­®© ±¨«»

¨¬¥¾² ¢¨¤:

Fp ' 2

3
�2k4E2n̂; (4.1)

Fr ' �r
D
E2

E
; (4.2)

£¤¥ � | ¯®«¿°¨§³¥¬®±²¼ · ±²¨¶», E | ­ ¯°¿¦¥­­®±²¼ ½«¥ª²°¨·¥±ª®£®

¯®«¿ ¢ ±¢¥²®¢®© ¢®«­¥, k = 2�=�, n̂| ¥¤¨­¨·­»© ¢¥ª²®°, ¯ ° ««¥«¼­»©

­ ¯° ¢«¥­¨¾ ° ±¯°®±²° ­¥­¨¿ ±¢¥²®¢®© ¢®«­». �«¿ ¤¨½«¥ª²°¨·¥±ª®©

· ±²¨¶» ± ¯°®­¨¶ ¥¬®±²¼¾ ", ¢§¢¥¸¥­­®© ± ±°¥¤¥ ± ¯°®­¨¶ ¥¬®±²¼¾ "0,

� ' a3(" � "0)=(" + 2"0).
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� ®²«¨·¨¥ ®² ±¨«, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»µ ¢»° ¦¥­¨¿¬¨ (4.1, 4.2) ¨ ®¡³±«®¢-

«¥­­»µ ½«¥ª²°®¬ £­¨²­»¬ ¢®§¤¥©±²¢¨¥¬ « §¥°­®£® ¨§«³·¥­¨¿, ½´´¥ª-

²» ª®­¢¥ª¶¨®­­®£® ³¢«¥·¥­¨¿, ° ¤¨®¬¥²°¨·¥±ª®£® ¨ ±¢¥²®°¥ ª²¨¢­®£®

¤ ¢«¥­¨¿ ±¢¿§ ­» ± ¯®£«®¹¥­¨¥¬ ±¢¥²  ±°¥¤®©. �®­¢¥ª¶¨®­­®¥ ³¢«¥·¥-

­¨¥ · ±²¨¶ ¢®§­¨ª ¥² ¯°¨ ¤®±² ²®·­® ¡®«¼¸®¬ ª®½´´¨¶¨¥­²¥ ¯®£«®¹¥-

­¨¿ ±¢¥²  ¢ ±³±¯¥­§¨¨. �¢¨¤³ ­¥° ¢­®¬¥°­®£® ­ £°¥¢ ­¨¿ ±³±¯¥­§¨¨ « -

§¥°­»¬ ¯³·ª®¬, ¬ ±±» ¦¨¤ª®±²¨ (­ µ®¤¿¹¥©±¿ ¢ £° ¢¨² ¶¨®­­®¬ ¯®«¥)

­ ·¨­ ¾² ¯¥°¥¬¥¹ ²¼±¿ ¢­³²°¨ ®¡° §¶ ,   ¢¬¥±²¥ ± ­¨¬¨ ¢ ¤¢¨¦¥­¨¥

¢®¢«¥ª ¾²±¿ ¨ ¢§¢¥¸¥­­»¥ · ±²¨¶». � ¤¨®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¤ ¢«¥­¨¥ ¯®¿¢-

«¿¥²±¿ ¨§-§  ¯®£«®¹¥­¨¿ ¨§«³·¥­¨¿ ¬ ²¥°¨ «®¬ ± ¬¨µ ¢§¢¥¸¥­­»µ · ±-

²¨¶ ¨ ¨µ ­¥¨§¡¥¦­®£® ­ £°¥¢ . �®±ª®«¼ª³ « §¥°­®¥ ¨§«³·¥­¨¥ ° ±¯°®-

±²° ­¿¥²±¿ ¢ ®¯°¥¤¥«¥­­®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨, ²¥¬¯¥° ²³°  ®¤­®© ±²®°®­»

· ±²¨¶» ®ª §»¢ ¥²±¿ ¢»¸¥, ·¥¬ ²¥¬¯¥° ²³°  ¤°³£®©, ¨ ½²® ®¡±²®¿²¥«¼-

±²¢® ¯°¨¢®¤¨² ª ¯®¿¢«¥­¨¾ ° ¤¨®¬¥²°¨·¥±ª®© ±¨«». � ª®­¥¶, ² ª ­ -

§»¢ ¥¬®¥ ±¢¥²®°¥ ª²¨¢­®¥ ¤ ¢«¥­¨¥ ®¡³±«®¢«¥­® ¨±¯ °¥­¨¥¬ ¬ ²¥°¨ « 

· ±²¨¶» ¨ ¢®§­¨ª ¾¹¥© ¢ ±¢¿§¨ ± ½²¨¬ °¥ ª²¨¢­®© ±¨«®©, ¤¥©±²¢³¾¹¥©

­  ®±²®¢ · ±²¨¶».

�¥®¡µ®¤¨¬® ®²¬¥²¨²¼, ·²® £°³¯¯  ±¨«, ­¥ ±¢¿§ ­­»µ ± ­¥¯®±°¥¤-

±²¢¥­­»¬ ½«¥ª²°®¬ £­¨²­»¬ ¤¥©±²¢¨¥¬ « §¥°­®£® ¨§«³·¥­¨¿, ¬®¦¥²

¨£° ²¼ ±³¹¥±²¢¥­­³¾ °®«¼ ¢ ­¥ª®²®°»µ °¥ «¼­»µ ½ª±¯¥°¨¬¥­² µ. �®­-

¢¥ª¶¨®­­®¥ ³¢«¥·¥­¨¥ ¨ ° ¤¨®¬¥²°¨·¥±ª®¥ ¤ ¢«¥­¨¥, ­ ¯°¨¬¥°, ¡»«¨

®±­®¢­»¬ ¯°¥¯¿²±²¢¨¥¬ ¢ ¯¥°¢»µ ½ª±¯¥°¨¬¥­² µ ¯® ¨§¬¥°¥­¨¾ ¤ ¢«¥-

­¨¿ ±¢¥²  [160]. �®·­»© ° ±·¥² ½²¨µ ±¨« ¢»µ®¤¨² §  ° ¬ª¨ ¢®¯°®±®¢,

° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬»µ ¢ ­ ±²®¿¹¥© ¤¨±±¥°² ¶¨¨.

�³¹¥±²¢³¾² ² ª¦¥ ¨ ¤°³£¨¥ ¬¥µ ­¨§¬» ³±ª®°¥­¨¿ ¢§¢¥¸¥­­»µ

¢ ¦¨¤ª®±²¨ ¨«¨ £ §¥ ¬¨ª°®· ±²¨¶ « §¥°­»¬ ¨§«³·¥­¨¥¬ (­ ¯°¨¬¥°,

« §¥°­®¥ ¨§«³·¥­¨¥ ¬®¦¥² ¨­¨¶¨¨°®¢ ²¼ ¢ ±°¥¤¥ ³¤ °­³¾  ª³±²¨·¥±-

ª³¾ ¢®«­³, ª®²®° ¿ § ²¥¬ ¡³¤¥² ¢®§¤¥©±²¢®¢ ²¼ ­  ¢§¢¥¸¥­­»¥ · ±²¨-

¶» [158]). � «¥¥ ¬» ®£° ­¨·¨¬±¿ ±«³· ¥¬, ª®£¤  ®¯²¨·¥±ª¨¥ µ ° ª²¥-
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°¨±²¨ª¨ ±°¥¤» ¨ ¯ ° ¬¥²°» ° ±±¥¨¢ ¾¹¨µ ±¢¥² · ±²¨¶ ­¥ ¬¥­¿¾²±¿

±³¹¥±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬ ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ « §¥°­®£® ¨§«³·¥­¨¿.

4.2 �®§¬®¦­®±²¨ ¤¨ £­®±²¨ª¨ ±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­®£® ¤¢¨¦¥-

­¨¿ · ±²¨¶ ¢ ª®­¶¥­²°¨°®¢ ­­»µ ±³±¯¥­§¨¿µ ¬¥²®¤ ¬¨

¤¨´´³§¨®­­®-¢®«­®¢®© ±¯¥ª²°®±ª®¯¨¨

4.2.1 �®±² ­®¢ª  § ¤ ·¨

� ±±¬®²°¨¬ ª¾¢¥²³, § ¯®«­¥­­³¾ ª®­¶¥­²°¨°®¢ ­­®© ±³±¯¥­§¨¥© · ±-

²¨¶ ¬¨ª°®­­®£® ¨«¨ ±³¡¬¨ª°®­­®£® ° §¬¥°  ¢ ¦¨¤ª®±²¨ (±¬. °¨±. 4.1).

�³±²¼ ° §¬¥° ª¾¢¥²» ¢ «¾¡®¬ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ¬­®£® ¡®«¼¸¥ ²° ­±¯®°²­®©

¤«¨­» ±¢®¡®¤­®£® ¯°®¡¥£  ´®²®­  ¢ ±°¥¤¥ `�. �®±² ²®·­® ¬®¹­»© « §¥°-

­»© ¯³·®ª (¤«¨­  ¢®«­» �0, ¨§«³·¥­¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ª ª ­¥¯°¥°»¢­»¬,

² ª ¨ ¨¬¯³«¼±­®-¯¥°¨®¤¨·¥±ª¨¬), ±´®ª³±¨°®¢ ­­»© ­  «¥¢³¾ ±²¥­ª³

ª¾¢¥²», ³±ª®°¿¥² ¢§¢¥¸¥­­»¥ · ±²¨¶» ¢¤®«¼ ®±¨ z, ª ª ¯®ª § ­® ­ 

°¨±. 4.1. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ³±ª®°¥­­»¥ « §¥°­»¬ ¨§«³·¥­¨¥¬ · ±²¨-

¶» ¤¢¨¦³²±¿ ¢ ¯°¥¤¥« µ ¤®±² ²®·­® ³§ª®© ¶¨«¨­¤°¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨ ¤¨ -

¬¥²°  d < `�, ¯®«®¦¥­¨¥ ª®²®°®© § ¤ ¥²±¿ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ x0 ¨ y0. � ª®©

°¥¦¨¬ ³±ª®°¥­¨¿ ¬¨ª°®· ±²¨¶ ­ ¡«¾¤ «±¿ ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­® ¢ ° ¡®²¥

[157]. �«¿ ³¯°®¹¥­¨¿  ­ «¨§  ¬» ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ±ª®°®±²¼ · ±²¨¶

v ­¥ § ¢¨±¨² ®² ¨µ ¯®«®¦¥­¨¿ ¢­³²°¨ ®¡« ±²¨ ±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­®£®

¤¢¨¦¥­¨¿.

�¨ £­®±²¨ª³ ±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­®£® ¯®²®ª  · ±²¨¶ ¬» ¯°¥¤« £ ¥¬

¯°®¢®¤¨²¼ ± ¯®¬®¹¼¾ ¢²®°®£® « §¥°­®£® ¯³·ª  (¤«¨­  ¢®«­» �, ¨§«³-

·¥­¨¥ ­¥¯°¥°»¢­®¥ ¨«¨ ¨¬¯³«¼±­®¥ ± ¤«¨²¥«¼­®±²¼ ¨¬¯³«¼±  �p, ¬­®£®

¡®«¼¸¥© ¢°¥¬¥­¨ ¦¨§­¨ ´®²®­  ¢ ±°¥¤¥ (�ac)
�1), ±´®ª³±¨°®¢ ­­®£® ­ 

¯¥°¥¤­¾¾ ±²¥­ª³ ª¾¢¥²». � ¤¨³±-¢¥ª²®° rs = (xs;ys;0) § ¤ ¥² ²®·ª³

¯ ¤¥­¨¿ ¯³·ª  ­  ±²¥­ª³ ª¾¢¥²». � ®²«¨·¨¥ ®² ¯¥°¢®£®, ³±ª®°¿¾¹¥£®

¬¨ª°®· ±²¨¶» ¯³·ª , ¡³¤¥¬ ­ §»¢ ²¼ ½²®² ¢²®°®© ¯³·®ª §®­¤¨°³-
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�¨±. 4.1: �µ¥¬  ¯°¥¤« £ ¥¬®£® ½ª±¯¥°¨¬¥­² . �®«¼¸ ¿ ª¾¢¥²  § ¯®«­¥­ 

¢§¢¥±¼¾ · ±²¨¶ ¬¨ª°®­­®£® ¨«¨ ±³¡¬¨ª°®­­®£® ° §¬¥° . �®¤ ¤¥©±²¢¨-

¥¬ ³±ª®°¿¾¹¥£® « §¥°­®£® ¯³·ª , ±´®ª³±¨°®¢ ­­®£® ­  «¥¢³¾ ±²¥­ª³

ª¾¢¥²», · ±²¨¶» ¤¢¨¦³²±¿ ±«¥¢  ­ ¯° ¢® ¢ ¯°¥¤¥« µ ³§ª®© ¶¨«¨­¤-

°¨·¥±ª®© ®¡« ±²¨ ¤¨ ¬¥²°  d. �®­¤¨°³¾¹¨© ¯³·®ª ±´®ª³±¨°®¢ ­ ­ 

¯¥°¥¤­¾¾ ±²¥­ª³ ª¾¢¥²», ¬­®£®ª° ²­® ° ±±¥¿­­®¥ ¨§«³·¥­¨¥, ¯®ª¨¤ -

¾¹¥¥ ª¾¢¥²³, °¥£¨±²°¨°³¥²±¿ ¤¥²¥ª²®°®¬.
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¾¹¨¬. �£® ¬®¹­®±²¼ ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ¤®±² ²®·­® ­¨§ª®©, ¯®½²®¬³ ¥£®

¢®§¤¥©±²¢¨¥¬ ­  ¢§¢¥¸¥­­»¥ · ±²¨¶» ¬®¦­® ¯°¥­¥¡°¥·¼.

�³±²¼ r = (x;y;0) | ²®·ª  ­  £° ­¨¶¥ ±°¥¤», ¢ ª®²®°®© ¯°®¢®¤¿²±¿

¨§¬¥°¥­¨¿ ¢°¥¬¥­­�®©  ¢²®ª®°°¥«¿¶¨®­­®© ´³­ª¶¨¨ G1(� ) ¬­®£®ª° ²-

­® ° ±±¥¿­­®£® ¨§«³·¥­¨¿. �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¨§«³·¥­¨¥ ³±ª®°¿¾¹¥-

£® ¯³·ª  ­¥ ¤®±²¨£ ¥² °¥£¨±²°¨°³¾¹¥£® G1 ³±²°®©±²¢  (¤¥²¥ª²®° ). �

½ª±¯¥°¨¬¥­²¥ ½²® ¬®¦­® °¥ «¨§®¢ ²¼, ­ ¯°¨¬¥°, ¯®¬¥¹ ¿ ±¢¥²®´¨«¼²°,

¯®£«®¹ ¾¹¨© ¨§«³·¥­¨¥ ­  ¤«¨­¥ ¢®«­» �0, ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­® ¯¥°¥¤ ¤¥-

²¥ª²®°®¬ ¨ ¨±¯®«¼§³¿ ¯³·ª¨ ± ¤¢³¬¿ ° §«¨·­»¬¨ ¤«¨­ ¬¨ ¢®«­ �0 6= �.

�¥§ ¯®²¥°¨ ®¡¹­®±²¨, ° ±±¬®²°¨¬ ±­ · «  · ±²¨¶», ° §¬¥° ª®-

²®°»µ ­ ¬­®£® ¬¥­¼¸¥, ·¥¬ ¤«¨­  ¢®«­» §®­¤¨°³¾¹¥£® ¨§«³·¥­¨¿ �.

� ½²®¬ ±«³· ¥ · ±²¨¶» ¬®¦­® ¯°¨¡«¨¦¥­­® ±·¨² ²¼ ²®·¥·­»¬¨ ° ±-

±¥¨¢ ²¥«¿¬¨. �°®¬¥ ²®£®, ¬» ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ª®½´´¨¶¨¥­² ¯®£«®-

¹¥­¨¿ ±¢¥²  ¢ ±³±¯¥­§¨¨ ­  ¤«¨­¥ ¢®«­» � §®­¤¨°³¾¹¥£® ¨§«³·¥­¨¿

¯°¥­¥¡°¥¦¨¬® ¬ «. �®£¤  ¤«¿ ®¯¨± ­¨¿ ¬­®£®ª° ²­®£® ° ±±¥¿­¨¿ ±¢¥² 

¢ ±³±¯¥­§¨¨ ­¥®¡µ®¤¨¬® §­ ²¼ ²®«¼ª® ¢¥«¨·¨­³ ¤«¨­» ±¢®¡®¤­®£® ¯°®-

¡¥£  ´®²®­  `. �²­®±¨²¥«¼­® ¯®±«¥¤­¥© ¯°¥¤¯®«®¦¨¬, ·²® ` ­¥ ²®«¼ª®

¬­®£® ¡®«¼¸¥, ·¥¬ d, ·²® ±®®²¢¥²±²¢³¥² ¬®¤¥«¨ ³§ª®£® ¯®²®ª  · ±²¨¶

¢ ±³±¯¥­§¨¨, ­® ² ª¦¥, ·²® ` ¯°¥¢»¸ ¥² «¨­¥©­»© ° §¬¥° ¯¿²­  ´®-

ª³±¨°®¢ª¨ §®­¤¨°³¾¹¥£® ¯³·ª  ­  ±²¥­ª¥ ª¾¢¥²» (½²® ±®®²¢¥²±²¢³¥²

±¨«¼­®© ´®ª³±¨°®¢ª¥ ¯³·ª ). � ª®¥ ¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¥ ¤ ¥² ­ ¬ ¢®§¬®¦-

­®±²¼ ±·¨² ²¼ ¨±²®·­¨ª ¨§«³·¥­¨¿ ­  ¤«¨­¥ ¢®«­» � ²®·¥·­»¬.

�°¨ ¢»ª«¾·¥­­®¬ ³±ª®°¿¾¹¥¬ ¯³·ª¥ ¢§¢¥¸¥­­»¥ · ±²¨¶» ­ -

µ®¤¿²±¿ ¢ ­¥³¯®°¿¤®·¥­­®¬ ¡°®³­®¢±ª®¬ ¤¢¨¦¥­¨¨ ± ª®½´´¨¶¨¥­²®¬

¤¨´´³§¨¨ DB, ®¯°¥¤¥«¿¥¬»¬ ¨µ ° §¬¥°®¬, ¢¿§ª®±²¼¾ ¨ ²¥¬¯¥° ²³°®©

±³±¯¥­§¨¨. �ª«¾·¥­¨¥ ³±ª®°¿¾¹¥£® ¯³·ª  ¯°¨¢®¤¨² ª ¢®§­¨ª­®¢¥­¨¾

­ ¯° ¢«¥­­®£® ¯®²®ª  · ±²¨¶, ­ «®¦¥­­®£® ­  ¨µ ¡°®³­®¢±ª®¥ ¡«³¦¤ -

­¨¥. �°¨ ½²®¬ ¤«¿ ° ±·¥²  ¢°¥¬¥­­�®©  ¢²®ª®°°¥«¿¶¨®­­®© ´³­ª¶¨¨ ° ±-
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±¥¿­­®£® ¨§«³·¥­¨¿ ¬®¦­® ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¢»° ¦¥­¨¥ (1.47):

G1(� ) =
1X
n=1

I(rs;r;n) exp
(
�1
2

D
�'2

n(� )
E)

; (4.3)

£¤¥, ®¤­ ª®, ¢¥«¨·¨­³
D
�'2

n(� )
E
­¥®¡µ®¤¨¬® ° ±±·¨² ²¼ ± ³·¥²®¬ ª®­-

ª°¥²­®© £¥®¬¥²°¨¨ ¯®²®ª  ° ±±¥¨¢ ²¥«¥©. �°¨ ³±«®¢¨¨, ·²® ¡°®³­®¢±ª®¥

¨ ­ ¯° ¢«¥­­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¿ · ±²¨¶ ¬®¦­® ±·¨² ²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨, ¨¬¥¥¬

D
�'2

n(� )
E
=
D
�'(B)2

n (� )
E
+
D
�'(F )2

n (� )
E
; (4.4)

£¤¥ ¯¥°¢®¥ ±« £ ¥¬®¥ ®¯¨±»¢ ¥² ½´´¥ª²» ¤¥ª®°°¥«¿¶¨¨ ´®²®­®¢, ®¡³-

±«®¢«¥­­»¥ ¡°®³­®¢±ª¨¬ ¤¢¨¦¥­¨¥¬ ° ±±¥¨¢ ²¥«¥©,   ¢²®°®¥ | ½´´¥ª-

²» ¤¥ª®°°¥«¿¶¨¨, ±¢¿§ ­­»¥ ±® ±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­»¬ ¯®²®ª®¬ · ±²¨¶.

� ª ®¡±³¦¤ «®±¼ ¢ ¯. 1.1.3.1,

D
�'(B)2

n (� )
E
=

�

�0
n; (4.5)

£¤¥ �0 = (4k2DB)
�1 ¨ k = 2�=�.

4.2.2 � ±·¥² ° ±±¥¿­¨¿ ­  ±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­®¬ ¯®²®ª¥

�»° ¦¥­¨¥ ¤«¿ ¢²®°®£® ±« £ ¥¬®£® ¢ ´®°¬³«¥ (4.4) ¬®¦­® ­ ©²¨, ¨±-

¯®«¼§³¿ ¬¥²®¤ ¨­²¥£° «®¢ ¯® ²° ¥ª²®°¨¿¬ (±¬. ¯. 1.1.3). �®±ª®«¼ª³ ¯®-

¯¥°¥·­»© ° §¬¥° ®¡« ±²¨ ¯®²®ª  d ¯°¥¤¯®« £ ¥²±¿ ¬ «»¬ (d < `), ²®

¬» ¬®¦¥¬ ¨±¯®«¼§®¢ ²¼ ¢­³²°¨ ½²®© ®¡« ±²¨ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¥ ®¤­®ª° ²­®-

£® ° ±±¥¿­¨¿: ª ¦¤»© ´®²®­, ²° ¥ª²®°¨¿ ª®²®°®£® ¯¥°¥±¥ª ¥² ®¡« ±²¼

¯®²®ª , ¨±¯»²»¢ ¥² °®¢­® ®¤¨­  ª² ° ±±¥¿­¨¿ ­  ³±ª®°¥­­®© « §¥°­»¬

¨§«³·¥­¨¥¬ · ±²¨¶¥. �®­¥·­®, ®²¤¥«¼­»¥ ´®²®­» ¯¥°¥±¥ª³² ®¡« ±²¼ ¯®-

²®ª , ­¥ ¢±²°¥²¨¢ ­  ±¢®¥¬ ¯³²¨ ­¨ ®¤­®© · ±²¨¶»,   ¤°³£¨¥| ­ ®¡®°®²

| ° ±±¥¾²±¿ ¢­³²°¨ ®¡« ±²¨ ¯®²®ª  ¤¢ ¦¤», ®¤­ ª® ¢¥°®¿²­®±²¼ ² ª¨µ

±®¡»²¨© ¬ «  ¨, ª°®¬¥ ²®£®, ¬®¦­® ®¦¨¤ ²¼, ·²® ¨µ ¢«¨¿­¨¥ ­  G1(� )

¡³¤¥² ¢§ ¨¬­® ª®¬¯¥­±¨°®¢ ²¼±¿.
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� ±±¬®²°¨¬ ²° ¥ª²®°¨¾ ´®²®­ , ¢ª«¾· ¾¹³¾ n  ª²®¢ ° ±±¥¿­¨¿,

¨§ ª®²®°»µ m-­»© ¯°®¨±µ®¤¨² ­  ³±ª®°¥­­®© « §¥°­»¬ ¨§«³·¥­¨¥¬

· ±²¨¶¥, ¤¢¨¦³¹¥©±¿ ±® ±ª®°®±²¼¾ v,   ®±² «¼­»¥ | ­  ¯®ª®¿¹¨µ±¿

° ±±¥¨¢ ²¥«¿µ. � §­®±²¼ ´ § ¬¥¦¤³ ¤¢³¬¿ ´®²®­ ¬¨, ° ±±¥¨¢ ¾¹¨¬¨-

±¿ ¢¤®«¼ ®¤­®© ¨ ²®© ¦¥ ²° ¥ª²®°¨¨ ¢ ¬®¬¥­²» ¢°¥¬¥­¨, ° §¤¥«¥­­»¥

¯°®¬¥¦³²ª®¬ � , ¡³¤¥² ®¡³±«®¢«¥­  ±¬¥¹¥­¨¥¬ ¤¢¨¦³¹¥£®±¿ ° ±±¥¨¢ -

²¥«¿ §  ½²®² ¯°®¬¥¦³²®ª ¢°¥¬¥­¨ ¨, ª ª ­¥ ²°³¤­® § ¬¥²¨²¼, ° ¢­ 

�'(F )
mn(� ) = k� (êm � v) �(xm � x0)�(ym � y0); (4.6)

£¤¥ êm | ¥¤¨­¨·­»© ¢¥ª²®°, § ¤ ¾¹¨© ­ ¯° ¢«¥­¨¥ ° ±¯°®±²° ­¥­¨¿

° ±±¥¿­­®© ¢®«­» ¯®±«¥  ª²  ° ±±¥¿­¨¿ ­®¬¥° m ¢ ¶¥¯®·ª¥ ¨§ n  ª²®¢

° ±±¥¿­¨¿ (m = 1; : : : ;n), fxm;ym;zmg | ª®®°¤¨­ ²» ²®·ª¨, ¢ ª®²®°®©

¯°®¨±µ®¤¨² ½²®²  ª² ° ±±¥¿­¨¿, ¨ ¬» ¯°¥¤¯®«®¦¨«¨, ·²® ¯®²®ª · ±²¨¶

¯ ° ««¥«¥­ ®±¨ z,   ¥£® ¯®«®¦¥­¨¥ § ¤ ¥²±¿ ª®®°¤¨­ ² ¬¨ x0;y0 (±¬. °¨±.

4.1).

�²®¡» ­ ©²¨
D
�'(F )2

n (� )
E
­¥®¡µ®¤¨¬® ¯°®±³¬¬¨°®¢ ²¼ (4.6) ¯®

¢±¥¬m = 1; : : : ;n, ¢®§¢¥±²¨ ½²³ ±³¬¬³ ¢ ª¢ ¤° ² ¨ ³±°¥¤­¨²¼ °¥§³«¼² ²

¯® ¢±¥¬ ¢®§¬®¦­»¬ ²° ¥ª²®°¨¿¬ ´®²®­®¢ ¢ ±°¥¤¥. �®±ª®«¼ª³ ¢¥ª²®°»

êm ¨ v ­¥§ ¢¨±¨¬», ²®
D
(êm � v)2

E
= v2=2, ¨ ®ª®­· ²¥«¼­® ¯®«³· ¥¬

D
�'(F )2

n (� )
E
=

1

2
(kv� )2

nX
m=1

h�(xm � x0)�(ym � y0)i : (4.7)

�¥²°³¤­® ¯®­¿²¼, ·²® ±²®¿¹ ¿ ¢ ¯° ¢®© · ±²¨ ±³¬¬  ¥±²¼, ´ ª²¨·¥±ª¨,

­¥­®°¬¨°®¢ ­­ ¿ ¢¥°®¿²­®±²¼ Pn(x0;y0) ²®£®, ·²® n-ª° ²­® ° ±±¥¿­­»©

´®²®­ ¨±¯»² ¥² ®¤¨­ ¨§  ª²®¢ ° ±±¥¿­¨¿ ¢­³²°¨ ®¡« ±²¨ ±¢¥²®¨­¤³-

¶¨°®¢ ­­®£® ¯®²®ª ,   m-­»© ·«¥­ ½²®© ±³¬¬» | ­¥­®°¬¨°®¢ ­­ ¿

¢¥°®¿²­®±²¼ Pmn(x0;y0) ²®£®, ·²® ½²®²  ª² ° ±±¥¿­¨¿ ¡³¤¥² ¨¬¥²¼ ¯®-

°¿¤ª®¢»© ­®¬¥° m. �²¨ ¢¥°®¿²­®±²¨ ±¢¿§ ­» ¬¥¦¤³ ±®¡®© ®·¥¢¨¤­»¬



| 111 |

±®®²­®¸¥­¨¥¬:

Pn(x0;y0) =
nX

m=1

Pmn(x0;y0): (4.8)

� ±¢®¾ ®·¥°¥¤¼, Pmn(x0;y0) ¬®¦­® ¯°¥¤±² ¢¨²¼ ¢ ¢¨¤¥

Pmn(x0;y0) =
1Z

�1

Pmn(x0;y0;z) dz; (4.9)

£¤¥ Pmn(x0;y0;z) dz | ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²®  ª² ° ±±¥¿­¨¿ ­®¬¥° m

¯°®¨§®©¤¥² ¢ ®ª°¥±²­®±²¨ ²®·ª¨ (x0;y0;z),   ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¯® ¢±¥¬ z

®²° ¦ ¥² ²®² ´ ª², ·²® ±ª®°®±²¼ ±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­®£® ¯®²®ª  v ­ -

¯° ¢«¥­  ¢¤®«¼ ®±¨ z.

� ±¨«³ ¢»¸¥±ª § ­­®£®, ¢»° ¦¥­¨¥ (4.7) ¬®¦­® ¯¥°¥¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥

D
�'(F )2

n (� )
E
= 2

"
�

�F

#2
� Pn(x0;y0); (4.10)

£¤¥ �F = 2(kv)�1 | µ ° ª²¥°­®¥ ¢°¥¬¿, ±¢¿§ ­­®¥ ± ­ «¨·¨¥¬ ¢ ±°¥¤¥

±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­®£® ¯®²®ª  ° ±±¥¨¢ ²¥«¥©.

�°¨ ° ±·¥²¥ Pmn(x0;y0;z), Pmn(x0;y0) ¨ Pn(x0;y0) ¬» ¤®«¦­» ¯°¨-

­¨¬ ²¼ ¢® ¢­¨¬ ­¨¥ ²®«¼ª® ²¥ ¨§ ¢®§¬®¦­»µ ²° ¥ª²®°¨© ´®²®­®¢, ª®-

²®°»¥ ­ ·¨­ ¾²±¿ ¢ ²®·ª¥ ° ±¯®«®¦¥­¨¿ ¨±²®·­¨ª  ¨§«³·¥­¨¿ rs, § -

ª ­·¨¢ ¾²±¿ ¢ ²®·ª¥ ° ±¯®«®¦¥­¨¿ ¤¥²¥ª²®°  r ¨ ¢ ¯°®¬¥¦³²ª¥ ¬¥¦¤³

½²¨¬¨ ²®·ª ¬¨ ­¥ ¯¥°¥±¥ª ¾² £° ­¨¶³ ±°¥¤». � ¬¥²¨¬, ·²® ¢¥«¨·¨­³

Pn(x0;y0) ¬®¦­® ² ª¦¥ ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ±°¥¤­¥¥ ·¨±«®  ª²®¢ ° ±±¥¿-

­¨¿ ´®²®­®¢ ¢­³²°¨ ®¡« ±²¨ ±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­®£® ¯®²®ª .

�»·¨±«¥­¨¥ Pmn(x0;y0;z) ¯°®¢¥¤¥¬  ­ «®£¨·­® ²®¬³, ª ª ¡»«  ¯®-

«³·¥­  ´®°¬³«  (1.55) ¢ ° §¤¥«¥ 1.1.3.2:

Pmn(x0;y0;z) =
I (rs;fx0;y0;zg;m) � I (fx0;y0;zg;r;n�m)

I (rs;r;n)
; (4.11)

£¤¥ ¤«¿ ­ µ®¦¤¥­¨¿ I(rs;r;n) ¬» ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¤¨´´³§¨®­­»¬ ¯°¨¡«¨-
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¦¥­¨¥¬ (±¬. (1.48)), ±·¨² ¿ ±°¥¤³ ¯®«³¡¥±ª®­¥·­®©:

I(rs;r;n) =
 

3

4�`2n

!3=2
�
2
4exp

8<
:�

3(x � xs)
2

4`2n

9=
; � exp

8<
:�

3(x + xs)
2

4`2n

9=
;
3
5

� exp

8<
:�

3
�
(y � ys)

2 + (z � zs)
2
�

4`2n

9=
; : (4.12)

�«¿ ¯®«³·¥­¨¿ ½²®© ´®°¬³«» ¬» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼ °¥¸¥­¨¥¬ (1.49)

³° ¢­¥­¨¿ (1.48) ¢ ­¥®£° ­¨·¥­­®© ±°¥¤¥, ¯°¨¬¥­¨¢ ¬¥²®¤ ¨§®¡° ¦¥-

­¨©, ·²®¡» ³¤®¢«¥²¢®°¨²¼ ­³«¥¢®¬³ £° ­¨·­®¬³ ³±«®¢¨¾ ¤«¿ I ­  £° -

­¨¶¥ ±°¥¤» x = 0.

� «¥¥, ¯®¤±² ¢¨¢ (4.12) ¢ (4.11) ¨ ¢»¯®«­¨¢ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¢

(4.9), ¯®«³· ¥¬ ±«¥¤³¾¹¨© °¥§³«¼² ²:

Pmn(x0;y0) =
9x20n

2

4�`2m2(n�m)2
� exp

8<
:�

3x20n

4`2m(n �m)

9=
;

� exp

8<
:�

3(y0 � ys)
2

4`2m
� 3(y0 � y)2

4`2(n�m)
+
3(y � ys)

2

4`2n

9=
; : (4.13)

� ¬¥²¨¬, ·²® ¯¥°¥µ®¤ ª ±«³· ¾ ° ±±¥¨¢ ¾¹¨µ ±¢¥² · ±²¨¶ ª®­¥·-

­®£® ° §¬¥°  (¯®°¿¤ª  ¤«¨­» ¢®«­» � §®­¤¨°³¾¹¥£® ¨§«³·¥­¨¿) ¬®-

¦¥² ¡»²¼ ¯°®¤¥« ­ ¯³²¥¬ § ¬¥­» ¤«¨­» ±¢®¡®¤­®£® ¯°®¡¥£  ´®²®­  `

²° ­±¯®°²­®© ¤«¨­®© ±¢®¡®¤­®£® ¯°®¡¥£  `� ¢® ¢±¥µ ¢»¯¨± ­­»µ ¢»¸¥

´®°¬³« µ. �¥¯¥°¼, ®¤­ ª®, °®«¼ ®¤­®£®  ª²  ° ±±¥¿­¨¿ ¢ ¢»¸¥¯°¨¢¥-

¤¥­­»µ ° ±±³¦¤¥­¨¿µ ¡³¤¥² ¨£° ²¼ ¡®«¥¥ ±«®¦­®¥ ±®¡»²¨¥,   ¨¬¥­­®,

| ­¥±ª®«¼ª® ¯®±«¥¤®¢ ²¥«¼­»µ  ª²®¢ ° ±±¥¿­¨¿, ¢ °¥§³«¼² ²¥ ª®²®°»µ

­ ¯° ¢«¥­¨¥ ° ±¯°®±²° ­¥­¨¿ ° ±±¥¿­­®£® ¨§«³·¥­¨¿ ±² ­®¢¨²±¿ ±«³-

· ©­»¬ (­¥®¡µ®¤¨¬®¥ ¤«¿ ½²®£® ·¨±«®  ª²®¢ ®¤­®ª° ²­®£® ° ±±¥¿­¨¿

° ¢­®, ®·¥¢¨¤­®, `�=`). �°¨ ½²®¬ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ¿ ²¥®°¥²¨·¥±ª ¿ ¬®-

¤¥«¼ ¡³¤¥² ¢¥°­  ²®«¼ª® ¢ ±«³· ¥ `� > d.
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4.2.3 �®§¬®¦­®±²¼ ¤¨´´³§¨®­­®-¢®«­®¢®© ±¯¥ª²°®±ª®¯¨¨ ¢

±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­»µ ¯®²®ª µ

�°¥¤¯®«®¦¨¬ ¤«¿ ³¯°®¹¥­¨¿  ­ «¨§ , ·²® y = ys = 0, ².¥. ·²® §®­¤¨-

°³¾¹¨© ¯³·®ª ±´®ª³±¨°®¢ ­ ¢ ­ · «® ª®®°¤¨­ ², ­ µ®¤¿¹¥¥±¿ ­  ¯¥-

°¥¤­¥© ±²¥­ª¥ ª¾¢¥²», ¨ ·²® ¢°¥¬¥­­� ¿  ¢²®ª®°°¥«¿¶¨®­­ ¿ ´³­ª¶¨¿

¤¨´´³§­® ®²° ¦¥­­®£® ±¢¥²  ¨§¬¥°¿¥²±¿ ¢ ²®© ¦¥ ²®·ª¥. �°®¬¥ ²®£®,

¬» ¯®«®¦¨¬ xs = `�, ±·¨² ¿, ·²® ¯ ¤ ¾¹¨© ­  ±°¥¤³ « §¥°­»© ¯³·®ª

¯°¨¢®¤¨² ª ´®°¬¨°®¢ ­¨¾ ¨§®²°®¯­®£® ¨±²®·­¨ª  ¨§«³·¥­¨¿ ­  ° ±±²®-

¿­¨¨ `� ®² £° ­¨¶» ±°¥¤». � ½²®¬ ±«³· ¥ ¢»° ¦¥­¨¥ (4.13) ³¯°®¹ ¥²±¿

¨ ®¡« ¤ ¥² ±«¥¤³¾¹¨¬¨ ¨­²¥°¥±­»¬¨ ®±®¡¥­­®±²¿¬¨.

�®-¯¥°¢»µ, Pmn(x0;y0) = 0 ¯°¨ m = 0 ¨ m = n. �°¨ ®²­®-

±¨²¥«¼­® ­¥¡®«¼¸¨µ n (n < n0 = 3=2[(x0=`
�)2 + (y0=`

�)2]) Pmn(x0;y0)

ª ª ´³­ª¶¨¿ n ¨¬¥¥² ª®«®ª®«®®¡° §­»© ¢¨¤, ¤®±²¨£ ¿ ¬ ª±¨¬³¬  ¯°¨

m = n=2. �±«¨, ®¤­ ª®, n > n0, ²® § ¢¨±¨¬®±²¼ Pmn(x0;y0) ®² n

±² ­®¢¨²±¿ ¤¢³£®°¡®©: ¬ ª±¨¬ «¼­»¥ §­ ·¥­¨¿ Pmn ¤®±²¨£ ¾²±¿ ¯°¨

m1;2 = n=2[1 � (1 � n0=n)1=2],   ¯°¨ m = n=2 ¨¬¥¥² ¬¥±²® «®ª «¼­»©

¬¨­¨¬³¬.

� ª¨¬ ®¡° §®¬, ´®²®­», ¨¬¥¾¹¨¥ ®²­®±¨²¥«¼­® ª®°®²ª¨¥ ²° ¥ª-

²®°¨¨ (n < n0) ¨¬¥¾² ­ ¨¡®«¼¸³¾ ¢¥°®¿²­®±²¼ ¨±¯»² ²¼ ° ±±¥¿­¨¥ ­ 

¢®¢«¥·¥­­®© ¢ ¯®²®ª · ±²¨¶¥ ¢ ±¥°¥¤¨­¥ ±¢®¥© ²° ¥ª²®°¨¨ (m = n=2).

�²¨ ´®²®­» ° ±±¥¨¢ ¾²±¿ ¢ ®±­®¢­®¬ ¢¡«¨§¨ £° ­¨¶» ±°¥¤» ¨ ¬®£³²

¤®±²¨·¼ ®¡« ±²¨ ¯®²®ª  ²®«¼ª® ¢ ²®¬ ±«³· ¥, ¥±«¨ \° ±¯°¥¤¥«¿²" ¯°¥¤-

¯¨± ­­»¥ ¨¬ n ½«¥¬¥­² °­»µ ¸ £®¢ ®¯²¨¬ «¼­»¬ ®¡° §®¬: ¯®«®¢¨­ 

¤®«¦­  ¡»²¼ § ²° ·¥­  ­  ¯³²¼ ®² ¨±²®·­¨ª  ¨§«³·¥­¨¿ ¤® ®¡« ±²¨ ¯®-

²®ª ,   ¤°³£ ¿ ¯®«®¢¨­  | ­  ®¡° ²­»© ¯³²¼. �¥­¥¥ \° ¶¨®­ «¼­ ¿"

±²° ²¥£¨¿ ®ª §»¢ ¥²±¿ ­¥³¤ ·­®© | ¢¥°®¿²­®±²¼ ²®£®, ·²® ´®²®­ ¤®-

±²¨£­¥² ®¡« ±²¨ ¯®²®ª  ±­¨¦ ¥²±¿.

� ²® ¦¥ ¢°¥¬¿, ´®²®­», ¨¬¥¾¹¨¥ ¤«¨­­»¥ ²° ¥ª²®°¨¨ (n > n0),

¯°®­¨ª ¾², ª ª ¯° ¢¨«®, ¤®±² ²®·­® £«³¡®ª® ¢ ±°¥¤³ (£«³¡¦¥, ·¥¬ ° ±-
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¯®«®¦¥­  ®¡« ±²¼ ¯®²®ª ), ¨ ¤«¿ ­¨µ ­ ¨¡®«¥¥ ¢¥°®¿²­»¬ ±² ­®¢¨²±¿

° ±±¥¿­¨¥ ­  ³±ª®°¥­­»µ · ±²¨¶ µ «¨¡® ¡«¨¦¥ ª ­ · «³ ¯³²¨ (m = m1),

«¨¡® ¡«¨¦¥ ª ¥£® ª®­¶³ (m = m2).

� ±±¬®²°¨¬ ²¥¯¥°¼ § ¢¨±¨¬®±²¼G1(� ) ®² � ¯°¨ ° §«¨·­»µ ±ª®°®±-

²¿µ v ±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­®£® ¯®²®ª . �  °¨±. 4.2 ¯°¥¤±² ¢«¥­» ­®°¬¨°®-

¢ ­­»¥ ¢°¥¬¥­­�»¥  ¢²®ª®°°¥«¿¶¨®­­»¥ ´³­ª¶¨¨ g1(� ) = G1(� )=G1(0),

° ±±·¨² ­­»¥ ¤«¿ v = 0, 1, 10, ¨ 100 ¬/±. �«¿ ¯®«³·¥­¨¿ ½²®£® °¨±³­-

ª  ¬» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼ ´®°¬³« ¬¨ (4.3, 4.4, 4.5, 4.8, 4.10, 4.12, 4.13) ¨

¯®«®¦¨«¨ �0 = 10�4 ±, ·²® ²¨¯¨·­® ¤«¿ ¢®¤­»µ ±³±¯¥­§¨© ¯®«¨±²¨°®-

«®¢»µ ±´¥° ±³¡¬¨ª°®­­®£® ° §¬¥°  ¯°¨ ­®°¬ «¼­»µ ³±«®¢¨¿µ. �²®¡»

¯®«³·¨²¼ ¯°¥¤±² ¢«¥­¨¥ ® ¯®°¿¤ª¥ ¢¥«¨·¨­» µ ° ª²¥°­®£® ¢°¥¬¥­¨ �F ,

±¢¿§ ­­®£® ± ­ ¯° ¢«¥­­»¬ ¯®²®ª®¬ ° ±±¥¨¢ ²¥«¥©, ¯®«®¦¨¬ � = 0:5

¬ª¬. �®£¤  �F ¡³¤¥² ¬¥­¿²¼±¿ ®² 16 ¬ª± ¯°¨ v = 10�2 ¬/± ¤® 1:6 ­± ¯°¨

v = 100 ¬/±.

�°¨ v = 0 (­¥² ¯®²®ª ) g1(� ) ³¡»¢ ¥² ± °®±²®¬ � ¨±ª«¾·¨²¥«¼­®

¨§-§  ¡°®³­®¢±ª®£® ¤¢¨¦¥­¨¿ ¢§¢¥¸¥­­»µ · ±²¨¶. �°¨ ­ «¨·¨¨ ¯®²®ª 

(v > 0) ³¡»¢ ­¨¥ g1(� ) ±² ­®¢¨²±¿ ¡®«¥¥ ¡»±²°»¬. � ª ¢¨¤­® ¨§ °¨±. 4.2,

·¥¬ ¡®«¼¸¥ v, ²¥¬ ¡»±²°¥¥ ³¡»¢ ¥² g1(� ),   §­ ·¨² ¥¥ ¨§¬¥°¥­¨¿ ¬®£³²

¡»²¼ ¨±¯®«¼§®¢ ­» ¤«¿ ¤¨ £­®±²¨ª¨ ±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­»µ ¯®²®ª®¢ ¢

±«³· ©­®-­¥®¤­®°®¤­»µ ±°¥¤ µ (­ ¯°¨¬¥°, ¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ ±ª®°®±²¥©

² ª¨µ ¯®²®ª®¢).

�²®¨² ®²¬¥²¨²¼, ·²® ®±­®¢­®© ¢ª« ¤ ¢ ³¡»¢ ­¨¥ ª®°°¥«¿¶¨®­­®©

´³­ª¶¨¨ ¢­®±¨²±¿ ¢±¥ ¦¥ ­¥ ¯®²®ª®¬ ° ±±¥¨¢ ²¥«¥©,   ¨µ ¡°®³­®¢±ª¨¬

¤¢¨¦¥­¨¥¬, ¨­²¥­±¨¢­®±²¼ ª®²®°®£® ®¤¨­ ª®¢  ¤«¿ ¢±¥µ ª°¨¢»µ ­  °¨±.

4.2. �°¨·¨­  ½²®£® ±®±²®¨² ¢ ²®¬, ·²® ¢® ¡°®³­®¢±ª®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ¢®¢«¥·¥-

­» ¢±¥ · ±²¨¶» ±°¥¤»,   ¢ ­ ¯° ¢«¥­­®¥ ±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­®¥ | «¨¸¼

¨µ ­¥¡®«¼¸ ¿ · ±²¼. �®½²®¬³ ­ ¯° ¢«¥­­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ®ª §»¢ ¥² ¢«¨¿-

­¨¥ ²®«¼ª® ­  · ±²¼ ° ±±¥¿­­»µ ´®²®­®¢, ¢ ²® ¢°¥¬¿, ª ª ¡°®³­®¢±ª®¥

| ­  ¢±¥. �ª®°®±²¼ ³¡»¢ ­¨¿ g1(� ) ®ª §»¢ ¥²±¿ ·³¢±²¢¨²¥«¼­®© ª ±ª®-
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0
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1 0 0

�¨±. 4.2: �®°¬¨°®¢ ­­ ¿ ¢°¥¬¥­­� ¿  ¢²®ª®°°¥«¿¶¨®­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ¤¨´-

´³§­® ®²° ¦¥­­®£® ¨§«³·¥­¨¿, ° ±±·¨² ­­ ¿ ¯°¨ x0 = 5l�, y0 = 0,

�0 = 10�4 ±. � §«¨·­»¥ ª°¨¢»¥ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ±ª®°®±²¿¬ ¯®²®ª  v = 0

(­¥² ¯®²®ª ), 1, 10 ¨ 100 ¬/±. �  ¢±² ¢ª¥ ¯®ª § ­® ¬ ª±¨¬ «¼­®¥ ®²-

ª«®­¥­¨¥ ­®°¬¨°®¢ ­­®©  ¢²®ª®°°¥«¿¶¨®­­®© ´³­ª¶¨¨ ®² ¥¥ §­ ·¥­¨¿

¢ ®²±³²±²¢¨¥ ¯®²®ª .
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°®±²¨ v ¯®²®ª  ¯°¨ � < �F ¨ ¤ ¦¥ ¯°¨ � � �F . �°¨ ¡®«¼¸¨µ � , ª ª

¢¨¤­® ¨§ °¨±. 4.2, ±ª®°®±²¼ ³¡»¢ ­¨¿ g1(� ) ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ¢ ®±­®¢­®¬

¡°®³­®¢±ª¨¬ ¤¢¨¦¥­¨¥¬ ° ±±¥¨¢ ²¥«¥©.

�  ®±­®¢¥ ¯°®¢¥¤¥­­®£® ¢»¸¥  ­ «¨§  ¯°¥¤±² ¢«¿¥²±¿ ¢®§¬®¦­»¬

¯°¥¤«®¦¨²¼ ¯® ª° ©­¥© ¬¥°¥ ¤¢  ° §«¨·­»µ ±¯®±®¡  ®¯°¥¤¥«¥­¨¿ µ ° ª-

²¥°­®© ±ª®°®±²¨ ±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­®£® ¯®²®ª  ­  ®±­®¢¥ ¨§¬¥°¥­­»µ

§ ¢¨±¨¬®±²¥© g1(� ). �®-¯¥°¢»µ, ¯°¨ ¬ «»µ � , ª ª ¢¨¤­® ¨§ °¨±. 4.2,

¯°®¨§¢®¤­ ¿ dg1=d� ¢®§° ±² ¥² ± °®±²®¬ v. �®½²®¬³  ­ «¨§¨°³¿ ¯®¢¥-

¤¥­¨¥ g1(� ) ¯°¨ ¬ «»µ � ¬®¦­® ®¯°¥¤¥«¿²¼ ±ª®°®±²¼ ¯®²®ª . �¤­ ª®,

² ª®© ±¯®±®¡ ¨§¬¥°¥­¨¿ v ¬®¦¥² ®ª § ²¼±¿ ²°³¤­® °¥ «¨§³¥¬»¬ ¯°¨

¡®«¼¸¨µ v, ¯®½²®¬³ ¢®§¬®¦­® ² ª¦¥ ¤¥©±²¢®¢ ²¼ ¯®¤®¡­® ²®¬³, ª ª ½²®

¡»«® ±¤¥« ­® ¢ ¯¯. 3.3, 3.4, ¢»·¨±«¿¿ ¬ ª±¨¬ «¼­®¥ ®²ª«®­¥­¨¥ g1(� ) ¢

¯°¨±³²±²¢¨¥ ¯®²®ª  ®² ¥¥ §­ ·¥­¨¿ ¢ ¥£® ®²±³²±²¢¨¥ (±¬. (2.30)). �² 

¢¥«¨·¨­  ¯°¥¤±² ¢«¥­  ­  ¢±² ¢ª¥ °¨±. 4.2 ª ª ´³­ª¶¨¿ v. �¨¤­®, ·²®

�g ¿¢«¿¥²±¿ ¯®·²¨ «¨­¥©­®© ´³­ª¶¨¥© ln v.

4.3 �®«¼ ¯®­¤¥°®¬®²®°­®£® ¤¥©±²¢¨¿ ±¢¥²  ¢ § ¤ · µ ¤¨´´³-

§¨®­­®-¢®«­®¢®© ±¯¥ª²°®±ª®¯¨¨

4.3.1 �®±² ­®¢ª  § ¤ ·¨

�³±²¼ ¯®«³¯°®±²° ­±²¢® z > 0 § ¯®«­¥­® ª®­¶¥­²°¨°®¢ ­­®© ¢§¢¥±¼¾

¬¨ª°®· ±²¨¶ ¢ ¦¨¤ª®±²¨ (®¡º¥¬­ ¿ ¯«®²­®±²¼ · ±²¨¶ 0:01 < � < 0:1).

�³¤¥¬ µ ° ª²¥°¨§®¢ ²¼ ±°¥¤³ ±°¥¤­¥© ¤«¨­®© ±¢®¡®¤­®£® ¯°®¡¥£  ´®-

²®­  `, ²° ­±¯®°²­®© ¤«¨­®© ±¢®¡®¤­®£® ¯°®¡¥£  ´®²®­  `�, ª®½´´¨¶¨-

¥­²®¬ ¯®£«®¹¥­¨¿ �a ¨ ¤¨­ ¬¨·¥±ª®© ¢¿§ª®±²¼¾ � [84]

� = �0

 
1 +

5

2
�
!
; (4.14)

£¤¥ �0 | ¢¿§ª®±²¼ ¦¨¤ª®±²¨. � ®²±³²±²¢¨¥ ¢­¥¸­¨µ ¢®§¤¥©±²¢¨© ¡³-

¤¥¬ ±·¨² ²¼ · ±²¨¶» ±°¥¤» ¯®ª®¿¹¨¬¨±¿, ².¥. ¯°¥­¥¡°¥¦¥¬ ¨µ ¡°®³-
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­®¢±ª¨¬ ¤¢¨¦¥­¨¥¬. �³±²¼ ¢ ²®·ª¥ r0 = f0;0;0g ­  ±°¥¤³ ¯ ¤ ¥² « §¥°-

­»© ¨¬¯³«¼±, ±´®ª³±¨°®¢ ­­»© ¢ ®¡« ±²¼ ± ¯®¯¥°¥·­»¬¨ ° §¬¥° ¬¨ d

(¤«¨­  ¢®«­» ¢ ¦¨¤ª®±²¨ �, ¤«¨²¥«¼­®±²¼ �p, ¯¨ª®¢ ¿ ¨­²¥­±¨¢­®±²¼

I0, � < d < `�), ­ ¯° ¢«¥­­»© ¢¤®«¼ ®±¨ z (±¬. °¨±. 4.3). � ª ¨ ¢ ¯.

4.2, ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® �p ¬­®£® ¡®«¼¸¥ ¢°¥¬¥­¨ ¦¨§­¨ ´®²®­  ¢ ±°¥-

¤¥. �±«¨ I0 ¤®±² ²®·­® ¬ «®, ²® ¨¬¯³«¼± ¯°¥²¥°¯¥¢ ¥² ¬­®£®ª° ²­®¥

° ±±¥¿­¨¥ ­  · ±²¨¶ µ ±°¥¤», · ±²¼ ¥£® ½­¥°£¨¨ ¯®£«®¹ ¥²±¿ (¢»§»¢ ¿

­¥§­ ·¨²¥«¼­»© ­ £°¥¢ ±°¥¤»),   · ±²¼ ¯®ª¨¤ ¥² ±°¥¤³, ¯°¨·¥¬ ¢°¥¬¥­-

­ ¿ ª®£¥°¥­²­®±²¼ ° ±±¥¿­­®£® ¨§«³·¥­¨¿ ­¥ ³µ³¤¸ ¥²±¿ ¯® ±° ¢­¥­¨¾

± ¯ ¤ ¾¹¨¬ ­  ±°¥¤³ ¯³·ª®¬.

�±«¨, ®¤­ ª®, I0 ±² ­®¢¨²±¿ ¤®±² ²®·­®© ¤«¿ ²®£®, ·²®¡» ¢»§¢ ²¼

¤¢¨¦¥­¨¥ · ±²¨¶ ±°¥¤», ¨§«³·¥­¨¥ ¯°¥²¥°¯¥¢ ¥² ° ±±¥¿­¨¥ ³¦¥ ­¥ ­ 

¯®ª®¿¹¨µ±¿,   ­  ¤¢¨¦³¹¨µ±¿ · ±²¨¶ µ, ·²® ¯°¨¢®¤¨² ª ³µ³¤¸¥­¨¾

¢°¥¬¥­­�®© ª®£¥°¥­²­®±²¨ ° ±±¥¿­­®£® ±¢¥²®¢®£® ¯®«¿. �¥µ ­¨§¬ ³±ª®-

°¥­¨¿ · ±²¨¶ ¢ ¯®«¥ « §¥°­®£® ¨¬¯³«¼±  ¬®¦¥² ¡»²¼ ° §«¨·­»¬ [156{

161]; ­  ¤ ­­®¬ ½² ¯¥  ­ «¨§  ­¥ ¨¬¥¥² ±¬»±«  ¥£® ª®­ª°¥²¨§¨°®¢ ²¼.

�» ¯°¥¤¯®« £ ¥¬, ®¤­ ª®, ·²® ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ « §¥°­®£® ¨§«³·¥­¨¿ ¬ ±-

± , ´®°¬ , ®¡º¥¬ ¨ ¤°³£¨¥ ¯ ° ¬¥²°» ¬¨ª°®· ±²¨¶ ­¥ ¬¥­¿¾²±¿ ±³-

¹¥±²¢¥­­»¬ ®¡° §®¬ ­  ¢°¥¬¥­ µ ¯®°¿¤ª  ¢°¥¬¥­¨ ¦¨§­¨ ´®²®­  ¢

±°¥¤¥.

�¯°¥¤¥«¨¬ µ ° ª²¥° ¤¢¨¦¥­¨¿ · ±²¨¶ ±°¥¤» ¯®¤ ¤¥©±²¢¨¥¬ « -

§¥°­®£® ¨§«³·¥­¨¿. �®±ª®«¼ª³ ¬» ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬ ±¨«¼­³¾ ´®ª³±¨°®¢-

ª³ ¯³·ª  ±¢¥²  (� < d < `�), ²® ²®·ª³ ¯ ¤¥­¨¿ ¯³·ª  ­  ±°¥¤³ ¬®¦­®

¯°¨¡«¨¦¥­­® ° ±±¬ ²°¨¢ ²¼ ª ª ¨±²®·­¨ª · ±²¨¶, ¢»«¥² ¾¹¨µ ¢ ­ -

¯° ¢«¥­¨¨ ®±¨ z. �±«¥¤±²¢¨¥ £¨¤°®¤¨­ ¬¨·¥±ª®£® ¢§ ¨¬®¤¥©±²¢¨¿ ½²¨

· ±²¨¶» ¡³¤³² ³¢«¥ª ²¼ §  ±®¡®© ±®±¥¤­¨¥, ·²® ¯°¨¢¥¤¥² ª ´®°¬¨°®-

¢ ­¨¾ ±«®¦­®£® ¯®«¿ v(r) ±ª®°®±²¥© · ±²¨¶ ¢ ±°¥¤¥ (´®°¬¨°®¢ ­¨¾

±²°³¨). �³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ­ «¨·¨¥ ³ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ­ ¬¨ ±°¥¤»

£° ­¨¶» ¯°¨ z = 0 ­¥§­ ·¨²¥«¼­® ±ª §»¢ ¥²±¿ ­  ¢¨¤¥ ¯®«¿ v(r) ¢¤ «¨



1

2

l

z

�¨±. 4.3: �µ¥¬  ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© ½ª±¯¥°¨¬¥­² «¼­®© ±¨²³ ¶¨¨. �´®ª³-

±¨°®¢ ­­»© ¢ ®¡« ±²¼ ° §¬¥°  d ­  £° ­¨¶¥ ±°¥¤» « §¥°­»© ¯³·®ª 1 ¢»-

§»¢ ¥² ´®°¬¨°®¢ ­¨¥ ±¢¥²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­®© ±²°³¨, ª®²®° ¿ ¯°¨¢®¤¨² ª

¯®²¥°¥ ª®£¥°¥­²­®±²¨ ¬­®£®ª° ²­® ° ±±¥¿­­®£® ¢ ®¡° ²­®¬ ­ ¯° ¢«¥-

­¨¨ ¨§«³·¥­¨¿ 2.
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®² £° ­¨¶» (¯°¨ z > `�). �²®¡» ­ ©²¨ v(r), ° ±±¬®²°¨¬ ³° ¢­¥­¨¥ ¤¢¨-

¦¥­¨¿ ¢¿§ª®© ±³±¯¥­§¨¨, § ¯®«­¿¾¹¥© ¢±¥ ¯°®±²° ­±²¢®, § ¯¨± ­­®¥ ¢

¯°¥¤¯®«®¦¥­¨¨ ¥¥ ­¥±¦¨¬ ¥¬®±²¨ [84]:

@

@t
rotv + (v � r) rotv � (rotv � r)v = ��rotv: (4.15)

�¤¥±¼ � = �=� | ª¨­¥¬ ²¨·¥±ª ¿ ¢¿§ª®±²¼ ±³±¯¥­§¨¨,   � | ¥¥ ¯«®²-

­®±²¼. �²® ³° ¢­¥­¨¥ ¬®¦­® °¥¸¨²¼  ­ «¨²¨·¥±ª¨ «¨¸¼ ¢ ®·¥­¼ ­¥¡®«¼-

¸®¬ ·¨±«¥ ±«³· ¥¢, ®¤­ ª® ¤«¿ ®¯¨± ­­®© ¢»¸¥ ±¨²³ ¶¨¨ ²®­ª®© ±²°³¨

¬¨ª°®· ±²¨¶, ¡¼¾¹¥© ¨§ ²®·ª¨ f0;0;0g ¢ ­ ¯° ¢«¥­¨¨ ®±¨ z (§ ¤ ·  ®

§ ²®¯«¥­­®© ±²°³¥, ±¬. [84]), °¥¸¥­¨¥ ¬®¦¥² ¡»²¼ ­ ©¤¥­®. � ±´¥°¨·¥±-

ª®© ±¨±²¥¬¥ ª®®°¤¨­ ² ¤«¿ ­¥ ±«¨¸ª®¬ ¡®«¼¸¨µ ±ª®°®±²¥© ±²°³¨ ®­®

¨¬¥¥² ¢¨¤ [84]:

vr =
P

4��

cos �

r
; v� = � P

8��

sin �

r
; v� = 0; (4.16)

£¤¥ P | ¯®«­»© ¯®²®ª ¨¬¯³«¼±  ¢ ±²°³¥, ° ¢­»© ¢ ­ ¸¨µ ³±«®¢¨¿µ

¨¬¯³«¼±³, ¯¥°¥¤ ¢ ¥¬®¬³ « §¥°­»¬ ¨§«³·¥­¨¥¬ · ±²¨¶ ¬ ±°¥¤» ¢ ¥¤¨-

­¨¶³ ¢°¥¬¥­¨. �¨­¨¨ ²®ª , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ¢»° ¦¥­¨¿¬ (4.16), ¯°¨-

¢¥¤¥­» ­  °¨±. 4.4.

4.3.2 � ±·¥² ¢°¥¬¥­­�®© ª®°°¥«¿¶¨®­­®© ´³­ª¶¨¨

�«¿ ° ±·¥²  ¢°¥¬¥­­�®© ª®°°¥«¿¶¨¨ ¨§«³·¥­¨¿, ¬­®£®ª° ²­® ° ±±¥¿­­®-

£® ¢ ¯®«³¡¥±ª®­¥·­®© ±«³· ©­®-­¥®¤­®°®¤­®© ±°¥¤¥, £¤¥ ¯®«¥ ±ª®°®±²¥©

° ±±¥¨¢ ¾¹¨µ ¶¥­²°®¢ ¨¬¥¥² ¢¨¤ (4.16), ¢®±¯®«¼§³¥¬±¿ ¬¥²®¤®¬ ¨­²¥£-

°¨°®¢ ­¨¿ ¯® ²° ¥ª²®°¨¿¬ (±¬. ¯. 1.1.3.2). �­ · «  ° ±±¬®²°¨¬ ±«³· ©

²®·¥·­»µ ° ±±¥¨¢ ²¥«¥© (° §¬¥° ° ±±¥¨¢ ²¥«¿ a� �).

�«¿ ¯®«¿ ±ª®°®±²¥© (4.16) ° ±·¥² ²¥­§®°  ­ ¯°¿¦¥­¨© (1.52) ¤ ¥²

�rr = �P cos �

2�r2
; ��� = ��� =

P cos �

4�r2
; �r� = �r� = ��� = 0: (4.17)



z

z =  0

�¨±. 4.4: � °²¨­  «¨­¨© ²®ª , ±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ § ¤ ·¥ ® § ²®¯«¥­­®©

±²°³¥ [84].
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�²®¡» ­ ©²¨ G1(� ), ²¥¯¥°¼ ­¥®¡µ®¤¨¬® ¢»·¨±«¨²¼ ¨­²¥£° « (1.54)

�(n) =
1

�2

Z 0
@X
i6=k

�2
ik(r1)

1
A �n(r0;r1;r)d3r1; (4.18)

¯®¤±² ¢¨²¼ ¥£® ¢ ¢»° ¦¥­¨¥ (1.53)

D
�'2

n(� )
E
=

2

15
k2`2� 2n�(n); (4.19)

  § ²¥¬ ° ±±·¨² ²¼ ª®°°¥«¿¶¨®­­³¾ ´³­ª¶¨¾ ¯® ´®°¬³«¥

G1(� ) =
1X
n=1

I(r0;r;n) exp
(
�1
2

D
�'2

n(� )
E)

; (4.20)

£¤¥ I(r0;r;n) | ´³­ª¶¨¿ �°¨­  ¤«¿ ° ±±¬ ²°¨¢ ¥¬®© £¥®¬¥²°¨¨ § ¤ ·¨

(².¥. ±°¥¤­¿¿ ¨­²¥­±¨¢­®±²¼ ¨§«³·¥­¨¿ ¢ ²®·ª¥ r, ±®§¤ ¢ ¥¬ ¿ ²®·¥·-

­»¬ ¨±²®·­¨ª®¬ ª®£¥°¥­²­®£® ¨§«³·¥­¨¿, ° ±¯®«®¦¥­­»¬ ¢ ²®·ª¥ r0,

±®®²¢¥²±²¢³¾¹ ¿ n-ª° ²­® ° ±±¥¿­­®¬³ ¨§«³·¥­¨¾).

� ´®°¬³«¥ (4.18) ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¯°®¨§¢®¤¨²±¿ ¯® ¢±¥¬³ ®¡º¥¬³

±«³· ©­®-­¥®¤­®°®¤­®© ±°¥¤»; �n(r0;r1;r) | ½²® ¤®«¿ n-ª° ²­® ° ±±¥¿­-

­»µ ´®²®­®¢, ¯°®µ®¤¿¹¨µ ®² ¨±²®·­¨ª  ¨§«³·¥­¨¿ ¢ ²®·ª¥ r0 ª ²®·ª¥ r

·¥°¥§ ²®·ª³ r1. �«¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ¢ ° ±±¬ ²°¨¢ -

¥¬®¬ ­ ¬¨ ±«³· ¥ ° ±±¥¿­­»© ±¢¥² °¥£¨±²°¨°³¥²±¿ ¢ ­¥¯®±°¥¤±²¢¥­­®©

¡«¨§®±²¨ ®² ²®·ª¨ ¯ ¤¥­¨¿ « §¥°­®£® ¯³·ª  ­  £° ­¨¶³ ±°¥¤». �®£¤ 

¬®¦­® ¯°¨¡«¨¦¥­­® ¯®«®¦¨²¼ r ' r0 = f0;0;0g ¨ ¢®±¯®«¼§®¢ ²¼±¿ ¢»-

° ¦¥­¨¥¬ ¤«¿ �n(r1) = �n(0;r1;0), ¯®«³·¥­­»¬ ¢ ° ¡®²¥ [80] (±¬. ² ª¦¥

¯. 1.1.3.2) ¢ ¤¨´´³§¨®­­®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨:

�n(r1) =
3

2�`2nr1
exp

8<
:�

3r21
`2n

9=
; : (4.21)

�®¤±² ¢«¿¿ (4.17, 4.21) ¢ (4.18) ¨ ° ±¯°®±²° ­¿¿ ¨­²¥£°¨°®¢ ­¨¥ ¢ (4.18)

­  ®¡« ±²¼ r1 > `, £¤¥ ° ±±¥¿­¨¥ ±¢¥²  µ®°®¸® ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¤¨´´³§¨-

®­­®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨, ¨§ ¢»° ¦¥­¨¿ (4.19) ­ µ®¤¨¬

D
�'2

n(� )
E
=
 
�

�c

!2
f(n); (4.22)
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£¤¥

�c =
p
10
�`�

P
(4.23)

| µ ° ª²¥°­®¥ ¢°¥¬¿ ª®£¥°¥­²­®±²¨, ±¢¿§ ­­®¥ ± ¢®§­¨ª­®¢¥­¨¥¬ ±¢¥-

²®¨­¤³¶¨°®¢ ­­®© ±²°³¨;

f(n) = exp
(
�3

n

)
+

3

n
Ei

(
�3

n

)
; (4.24)

Ei(x) | ¨­²¥£° «¼­ ¿ ¯®ª § ²¥«¼­ ¿ ´³­ª¶¨¿ [162]. �³­ª¶¨¿ f(n),

®¯°¥¤¥«¿¾¹ ¿ ®²­®±¨²¥«¼­³¾ °®«¼ ¯°®¶¥±±®¢ ° ±±¥¿­¨¿ ° §­»µ ¯®°¿¤-

ª®¢, ®ª § « ±¼ ­¥§ ¢¨±¨¬®© ®² ¯ ° ¬¥²°®¢ § ¤ ·¨ ¨ ®¯°¥¤¥«¿¥²±¿ ²®«¼ª®

¯®°¿¤ª®¬ ° ±±¥¿­¨¿ n.

�°® ­ «¨§¨°³¥¬ § ¢¨±¨¬®±²¼ f(n) (±¬. °¨±. 4.5). �±¯®«¼§³¿

 ±¨¬¯²®²¨·¥±ª¨¥ ¢»° ¦¥­¨¿ ¤«¿ ´³­ª¶¨©, ¢µ®¤¿¹¨µ ¢ ¢»° ¦¥­¨¥

(4.24), ¯®«³· ¥¬

f(n) ' n

3
exp

(
�3

n

)
; n! 0; (4.25)

f(n) ' 1� 3

n
lnn; n!1: (4.26)

� ª¨¬ ®¡° §®¬, f(n) ®¡° ¹ ¥²±¿ ¢ ­³«¼ ¯°¨ n = 0 ¨ ±²°¥¬¨²±¿ ª ¯®-

±²®¿­­®¬³ ¯°¥¤¥«³, ° ¢­®¬³ ¥¤¨­¨¶¥, ¯°¨ n!1. �®½²®¬³ �c ¿¢«¿¥²±¿

µ ° ª²¥°­»¬ ¢°¥¬¥­¥¬ ª®£¥°¥­²­®±²¨ ¨§«³·¥­¨¿, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬,

±²°®£® £®¢®°¿, ° ±±¥¿­¨¾ ¡¥±ª®­¥·­® ¢»±®ª®© ª° ²­®±²¨. �°®¶¥±± ¬

° ±±¥¿­¨¿ ª®­¥·­®© ª° ²­®±²¨ ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¢°¥¬¥­  ª®£¥°¥­²­®±²¨,

¡®«¼¸¨¥ ·¥¬ �c. � ª ¢¨¤­® ¨§ °¨±. 4.5, f(n) ¬®­®²®­­® ¢®§° ±² ¥² ±

°®±²®¬ n. �²® ®§­ · ¥², ·²® ´®²®­», ° ±±¥¿¢¸¨¥±¿ ¡®«¼¸¥¥ ·¨±«® ° §,

¢­®±¿² ¡®«¼¸¨© ¢ª« ¤ ¢ ¤¥ª®°°¥«¿¶¨¾ ¨§«³·¥­¨¿.

�±¯®«¼§³¿ ¢»° ¦¥­¨¥ ¤«¿ ´³­ª¶¨¨ �°¨­  I(r0;r;n), ¯®«³·¥­­®¥ ¢

¤¨´´³§¨®­­®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨ [92] (±¬. ² ª¦¥ (4.12)), ¨ ±·¨² ¿, ·²® ²®·ª 

¯ ¤¥­¨¿ « §¥°­®£® ¨§«³·¥­¨¿ ­  ±°¥¤³ r0 ¨ ²®·ª  r, ¢ ª®²®°®© ¯°®¨§¢®-

¤¿²±¿ ¨§¬¥°¥­¨¿ ¢°¥¬¥­­�®©  ¢²®ª®°°¥«¿¶¨®­­®© ´³­ª¶¨¨, ­ µ®¤¿²±¿



1 1 0 1 0 0 1 0 0 0
0 .0 1

0 .1 0

1 .0 0

n

f(
n

)

�¨±. 4.5: � ª²®° f(n), ®¯°¥¤¥«¿¾¹¨© ¤¨±¯¥°±¨¾ ° §­®±²¨ ´ § ´®²®­®¢,

° ±±¥¿¢¸¨µ±¿ ­  ®¤­¨µ ¨ ²¥µ ¦¥ · ±²¨¶ µ ±°¥¤» ¢ ¬®¬¥­²» ¢°¥¬¥­¨,

° §¤¥«¥­­»¥ ¯°®¬¥¦³²ª®¬ � (±¬. (4.24)).
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­  ° ±±²®¿­¨¨ ¯®°¿¤ª  `, ¯®«³· ¥¬ ®ª®­· ²¥«¼­®¥ ¢»° ¦¥­¨¥ ¤«¿G1(� ):

G1(� ) /
1X
n=1

1

n5=2
exp

(
�1
2

D
�'2

n(� )
E
� �a`n

)
; (4.27)

£¤¥
D
�'2

n(� )
E
¤ ¥²±¿ ´®°¬³«®© (4.22). � ª ®²¬¥· «®±¼ ¢»¸¥, ¯°®¢¥¤¥­-

­»©  ­ «¨§ ±¯° ¢¥¤«¨¢ ¤«¿ ±«³· ¿, ª®£¤  ° §¬¥° ° ±±¥¨¢ ²¥«¥© a� �.

�±«¨ a � � (¨«¨ a > �), ²®  ­ «¨§ ±³¹¥±²¢¥­­® ³±«®¦­¿¥²±¿. �¤­ ª®,

ª ª ³ª §»¢ «®±¼ ¢ ¯. 1.1.3.2, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ½²®¬³ ±«³· ¾ ¯°¨¡«¨-

¦¥­­»¥ °¥§³«¼² ²» ¬®£³² ¡»²¼ ¯®«³·¥­» ¯³²¥¬ § ¬¥­» ` ­  `� ¢® ¢±¥µ

´®°¬³« µ ­ ±²®¿¹¥£® ° §¤¥« .

4.3.3 �¡±³¦¤¥­¨¥ °¥§³«¼² ²®¢

�  °¨±. 4.6 ¯°¥¤±² ¢«¥­» ­®°¬¨°®¢ ­­»¥ ¢°¥¬¥­­�»¥  ¢²®ª®°°¥«¿¶¨®­-

­»¥ ´³­ª¶¨¨ ° ±±¥¿­­®£® ­ § ¤ ±¢¥²  G1(� )=G1(0) ¤«¿ ° §«¨·­»µ §­ -

·¥­¨© ¯°®¨§¢¥¤¥­¨¿ �a` (¤«¿ ®¯°¥¤¥«¥­­®±²¨ ¡³¤¥¬ ±·¨² ²¼, ·²® ` ®¤¨-

­ ª®¢  ¤«¿ ¢±¥µ ²°¥µ ª°¨¢»µ,   ª®½´´¨¶¨¥­² ¯®£«®¹¥­¨¿ �a ° §«¨·¥­).

�²¬¥²¨¬, ·²® ª®½´´¨¶¨¥­² ¯®£«®¹¥­¨¿ �a ®ª §»¢ ¥² ®²­®±¨²¥«¼­® ¬ -

«®¥ ¢«¨¿­¨¥ ­  ­®°¬¨°®¢ ­­³¾ ª®°°¥«¿¶¨®­­³¾ ´³­ª¶¨¾ ° ±±¥¿­­®£®

±¢¥² . �«¨¿­¨¥ ¯®£«®¹¥­¨¿ ¡³¤¥² ¯°®¿¢«¿²¼±¿ ¢ ®±­®¢­®¬ ·¥°¥§ ³¢¥«¨-

·¥­¨¥ P (  §­ ·¨² ³¬¥­¼¸¥­¨¥ �c, ±¬. (4.23)) ± °®±²®¬ �a. � §«¨·¨¥ ¬¥¦-

¤³ ª°¨¢»¬¨, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¬¨ ° §«¨·­»¬ §­ ·¥­¨¿¬ ª®½´´¨¶¨¥­² 

¯®£«®¹¥­¨¿, ®¡³±«®¢«¥­® ²¥¬, ·²® ¯°¨ ¬ «»µ �a (�a � `�1) ¤®±² ²®·­®

¡®«¼¸ ¿ · ±²¼ ° ±±¥¿­­®£® ­ § ¤ ±¢¥²  ¢®§­¨ª ¥² ¢ °¥§³«¼² ²¥ ¯°®¶¥±-

±®¢ ° ±±¥¿­¨¿ ¢»±®ª¨µ ¯®°¿¤ª®¢, ª®²®°»¥ ¢­®±¿² ±³¹¥±²¢¥­­»© ¢ª« ¤ ¢

¤¥ª®°°¥«¿¶¨¾ ¨§«³·¥­¨¿. �°¨ ®²­®±¨²¥«¼­® ¡®«¼¸¨µ �a (�a � `�1), ª ª

¢¨¤­® ¨§ (4.27), ¡®«¼¸¨¬ n ±®®²¢¥²±²¢³¾² ¯°¥­¥¡°¥¦¨¬® ¬ «»¥ ¨­²¥­-

±¨¢­®±²¨ (¨§-§  ­ «¨·¨¿ ±« £ ¥¬®£® ��a`n ¢  °£³¬¥­²¥ ½ª±¯®­¥­²»),

¯®½²®¬³ ®±­®¢­ ¿ · ±²¼ ° ±±¥¿­­®£® ¨§«³·¥­¨¿ ¢®§­¨ª ¥² ª ª °¥§³«¼-

² ² ¯°®¶¥±±®¢ ° ±±¥¿­¨¿ ­¨§ª¨µ ¯®°¿¤ª®¢. �¥±¬®²°¿ ­  ²®, ·²® ½²®²

±«³· © ­¥ ±®¢±¥¬ ª®°°¥ª²­® ®¯¨±»¢ ¥²±¿ ¢ ¨±¯®«¼§®¢ ­­®¬ ­ ¬¨ ¤¨´-
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´³§¨®­­®¬ ¯°¨¡«¨¦¥­¨¨, ´®°¬³«  (4.27) ¯®-¯°¥¦­¥¬³ ¤ ¥² ´¨§¨·¥±ª¨

¯®­¿²­»© °¥§³«¼² ²: ª®°°¥«¿¶¨®­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ²¥¯¥°¼ ±¯ ¤ ¥² ­¥ ² ª

¡»±²°®, ª ª ¯°¨ ¬ «»µ �a, ¯®±ª®«¼ª³ ´®²®­», ¯°¥²¥°¯¥¢¸¨¥ ¬¥­¼¸¥¥

·¨±«®  ª²®¢ ° ±±¥¿­¨¿, ¤¥ª®°°¥«¨°®¢ ­» ±« ¡¥¥.

�²¬¥²¨¬, ·²® ¯°¨ �=�c � 1 ª°¨¢»¥, ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ° §«¨·­»¬

�a, ±² ­®¢¿²±¿ ¯ ° ««¥«¼­»¬¨. �²® ±¢¿§ ­® ± ²¥¬, ·²® ¯°¨ ¡®«¼¸¨µ �

­ ¨¡®«¼¸¥¥ ¢«¨¿­¨¥ ­  ¢°¥¬¥­­³¾  ¢²®ª®°°¥«¿¶¨®­­³¾ ´³­ª¶¨¾ ° ±-

±¥¿­­®£® ¨§«³·¥­¨¿ ®ª §»¢ ¾² ´®²®­», ° ±±¥¿¢¸¨¥±¿ ¬ «®¥ ·¨±«® ° §,

¨ ¢±«¥¤±²¢¨¥ ½²®£® ¯®·²¨ \­¥ ·³¢±²¢³¾¹¨¥" ­ «¨·¨¿ ¬ «®£® ¯®£«®¹¥-

­¨¿ ±¢¥²  ¢ ±°¥¤¥.

�§ °¨±. 4.6 ¢¨¤­®, ·²® ¢°¥¬¿ ª®£¥°¥­²­®±²¨ ° ±±¥¿­­®£® ¨§«³·¥-

­¨¿ ®ª §»¢ ¥²±¿ ¯®·²¨ ­  ¯®°¿¤®ª ¡®«¼¸¥, ·¥¬ �c. �²® ±¢¿§ ­® ± ²¥¬,

·²®, ª ª ®¡±³¦¤ «®±¼ ¢»¸¥, �c ¿¢«¿¥²±¿ ¢°¥¬¥­¥¬ ª®£¥°¥­²­®±²¨, ±®®²-

¢¥²±²¢³¾¹¨¬ ° ±±¥¿­¨¾ ¡¥±ª®­¥·­® ¡®«¼¸®© ª° ²­®±²¨,   ¢ ±®®²¢¥²-

±²¢¨¨ ± ´®°¬³«®© (4.27) ¢°¥¬¥­­� ¿  ¢²®ª®°°¥«¿¶¨®­­ ¿ ´³­ª¶¨¿ ´®°-

¬¨°³¥²±¿ ª ª ±³¬¬  ¢ª« ¤®¢ ¯°®¶¥±±®¢ ° ±±¥¿­¨¿ ° §«¨·­»µ ¯®°¿¤ª®¢

n. �ª« ¤ ¯°®¶¥±±®¢ ° ±±¥¿­¨¿ ¯®°¿¤ª  n ¢ ®²±³²±²¢¨¥ ¯®£«®¹¥­¨¿ ¯°®-

¯®°¶¨®­ «¥­ n�5=2 (±¬. (4.27)), ¯®½²®¬³ ®±­®¢­³¾ °®«¼ ¢ ±³¬¬¥ (4.27)

¨£° ¾² ·«¥­», ±®®²¢¥²±²¢³¾¹¨¥ ­¥¡®«¼¸¨¬ n. �«¿ ½²¨µ ±« £ ¥¬»µ µ -

° ª²¥°­®¥ ¢°¥¬¿ ª®£¥°¥­²­®±²¨ ¬®¦¥² § ¬¥²­® ¯°¥¢»¸ ²¼ �c §  ±·¥²

²®£®, ·²® ´ ª²®° f(n) ®ª §»¢ ¥²±¿ §­ ·¨²¥«¼­® ¬¥­¼¸¥ ¥¤¨­¨¶» (±¬.

(4.22) ¨ °¨±. 4.5).

�¥®¡µ®¤¨¬® ®²¬¥²¨²¼ ° §«¨·­»© ¢¨¤ § ¢¨±¨¬®±²¨
D
�'2

n(� )
E
®² �

¤«¿ ¡°®³­®¢±ª®£® ¤¢¨¦¥­¨¿ ° ±±¥¨¢ ²¥«¥© (
D
�'(B)2

n (� )
E
/ � ) ¨ ±¢¥²®¨­-

¤³¶¨°®¢ ­­®© ±²°³¨ (
D
�'(F )2

n (� )
E
/ � 2). �´´¥ª²» « §¥°­®£® ³±ª®°¥­¨¿,

² ª¨¬ ®¡° §®¬, ª ·¥±²¢¥­­® ¬¥­¿¾² ¢¨¤ ¢°¥¬¥­­�®© ª®°°¥«¿¶¨®­­®©

´³­ª¶¨¨ ¤¨´´³§­® ®²° ¦¥­­®£® ¨§«³·¥­¨¿. �°®¬¥ ²®£®, ®¯°¥¤¥«¥­­»©

¨­²¥°¥± ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¢»° ¦¥­¨¥ ¤«¿ µ ° ª²¥°­®£® ¢°¥¬¥­¨ ª®£¥°¥­²-

­®±²¨ �c (4.23). �²® ¢»° ¦¥­¨¥ ¯°¥¤±² ¢«¿¥² ¨§ ±¥¡¿ ª®¬¡¨­ ¶¨¾



0 5 0 1 0 0 1 5 0 2 0 0

-1 .0

-0 .5

0 .0

(τ / τ  )

ln
 g

c
2

1

1

2

3

�¨±. 4.6: �®£ °¨´¬ ­®°¬¨°®¢ ­­®© ¢°¥¬¥­­�®©  ¢²®ª®°°¥«¿¶¨®­­®©

´³­ª¶¨¨ g1(� ) = G1(� )=G1(0) ª ª ´³­ª¶¨¿ ª¢ ¤° ²  ®²­®¸¥­¨¿ �=�c

¤«¿ ²°¥µ ° §«¨·­»µ §­ ·¥­¨© ª®½´´¨¶¨¥­²  ¯®£«®¹¥­¨¿ �a ¯°¨ ´¨ª±¨-

°®¢ ­­®¬ ¨¬¯³«¼±¥ P , ¯¥°¥¤ ¢ ¥¬®¬ ®² ½«¥ª²°®¬ £­¨²­®£® ¯®«¿ ª · ±-

²¨¶ ¬ ±°¥¤» ¢ ¥¤¨­¨¶³ ¢°¥¬¥­¨: �a = 0 (1), �a = 0:1`�1 (2), �a = 0:5`�1

(3).
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£¨¤°®¤¨­ ¬¨·¥±ª®£® (�) ¨ ®¯²¨·¥±ª¨µ (`, �) ¯ ° ¬¥²°®¢ ± ¢¥«¨·¨­®©,

®¯¨±»¢ ¾¹¥© ½´´¥ª²¨¢­®±²¼ ¯¥°¥¤ ·¨ ¨¬¯³«¼±  ®² ½«¥ª²°®¬ £­¨²­®-

£® ¯®«¿ ª ±°¥¤¥ (P ) ¨ ¬®£«® ¡»²¼ ¯®«³·¥­® (± ²®·­®±²¼¾ ¤® ·¨±«¥­­®£®

¬­®¦¨²¥«¿) ¨§ ±®®¡° ¦¥­¨© ° §¬¥°­®±²¨. �²¬¥²¨¬, ·²®, ¯® ª° ©­¥©

¬¥°¥ ¯°¨ ­¨§ª¨µ ¨­²¥­±¨¢­®±²¿µ, ¡°®³­®¢±ª®¥ ¡«³¦¤ ­¨¥ ¨ ±¢¥²®¨­-

¤³¶¨°®¢ ­­®¥ ¤¢¨¦¥­¨¥ ° ±±¥¨¢ ²¥«¥© ¬®¦­® ±·¨² ²¼ ­¥§ ¢¨±¨¬»¬¨.

�®£¤  ¢»° ¦¥­¨¥ ¤«¿
D
�'2

n(� )
E
± ³·¥²®¬ ®¡®¨µ ²¨¯®¢ ¤¢¨¦¥­¨¿ ¬®¦­®

§ ¯¨± ²¼ ¢ ¢¨¤¥ ±³¬¬» ¤¢³µ ·«¥­®¢:

D
�'2

n(� )
E
=
D
�'(B)2

n (� )
E
+
D
�'(F )2

n (� )
E
: (4.28)

�¶¥­¨¬ ³±«®¢¨¿, ¯°¨ ª®²®°»µ ¯®­¤¥°®¬®²®°­®¥ ¤¥©±²¢¨¥ ±¢¥² 

±³¹¥±²¢¥­­® ¯°¨ ° ±·¥²¥ ¢°¥¬¥­­�®© ª®£¥°¥­²­®±²¨ ° ±±¥¿­­®£® ±¢¥² .

�«¿ ½²®£®, ®·¥¢¨¤­®, ­¥®¡µ®¤¨¬® ª®­ª°¥²¨§¨°®¢ ²¼ ®±­®¢­®© ¬¥µ ­¨§¬

³±ª®°¥­¨¿ ¢§¢¥¸¥­­»µ · ±²¨¶ ¢ ¯®«¥ « §¥°­®£® ¨§«³·¥­¨¿. � ¯°¨¬¥°,

¤«¿ ¯®«¨±²¨°®«®¢»µ ¸ °¨ª®¢ ±³¡¬¨ª°®­­®£® ° §¬¥° , ¢§¢¥¸¥­­»µ ¢ ¢®-

¤¥, ®±­®¢­³¾ °®«¼ ¡³¤¥² ¨£° ²¼ ¤ ¢«¥­¨¥ ±¢¥² , ².ª. ¯®£«®¹¥­¨¥ ±¢¥²  ¢

¯®«¨±²¨°®«¥ ¬ «®,   ¢±¥ ¤°³£¨¥ ¬¥µ ­¨§¬» ³±ª®°¥­¨¿ ª ª ° § ±¢¿§ ­»

± ¯®£«®¹¥­¨¥¬ ±¢¥²  (±¬. ¯. 4.1). �®½²®¬³ P ' W=c, £¤¥W | ¬®¹­®±²¼

¨§«³·¥­¨¿, c | ±ª®°®±²¼ ±¢¥²  ¢ ±°¥¤¥. �²®°®¥ ±« £ ¥¬®¥ ¢ ´®°¬³«¥

(4.28) ¯°¥¢»±¨² ¯¥°¢®¥, ¥±«¨ ¬®¹­®±²¼ ¨§«³·¥­¨¿ ¡³¤¥² ¡®«¼¸¥ ­¥ª®-

²®°®£® ª°¨²¨·¥±ª®£® §­ ·¥­¨¿ Wc(� ;n):

W > Wc(� ;n) ' 4c`

vuut5��kBT
3a

� n

�f(n)
; (4.29)

£¤¥ kB | ¯®±²®¿­­ ¿ �®«¼¶¬ ­ ,   T | ²¥¬¯¥° ²³°  ±³±¯¥­§¨¨. �°¨

¢»¢®¤¥ ´®°¬³«» (4.29) ¬» ¢®±¯®«¼§®¢ «¨±¼ ¢»° ¦¥­¨¥¬ ¤«¿ ª®½´´¨-

¶¨¥­²  ¤¨´´³§¨¨ ±´¥°¨·¥±ª¨µ · ±²¨¶ ¢ ±³±¯¥­§¨¨: DB = kBT=(6��a).

� ª ¢¨¤­® ¨§ ¢»° ¦¥­¨¿ (4.29), ª°¨²¨·¥±ª ¿ ¬®¹­®±²¼ § ¢¨±¨² ¨

®² ¯®°¿¤ª  ° ±±¥¿­¨¿ n, ¨ ®² ¢°¥¬¥­­®© § ¤¥°¦ª¨ � . �­ «¨§ ¯®ª §»¢ -

¥², ·²® ®²­®¸¥­¨¥ n=f(n) ¬¨­¨¬ «¼­® ¯°¨ n = 5, ¯®½²®¬³ ¬ ª±¨¬ «¼-
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­®¥ ¢«¨¿­¨¥ ½´´¥ª²» « §¥°­®£® ³±ª®°¥­¨¿ ¡³¤³² ®ª §»¢ ²¼ ­  ´®²®­»,

° ±±¥¿¢¸¨¥±¿ ­¥¡®«¼¸®¥ ·¨±«® ° § (¯®°¿¤ª  ¯¿²¨). � ª ´³­ª¶¨¿ � , Wc

¿¢«¿¥²±¿ ¬®­®²®­­® ³¡»¢ ¾¹¥©.

�²®¡» ¯°®¢¥±²¨ ®¶¥­ª³, ¯®«®¦¨¬ a � 0:1 ¬ª¬ ¨ § ¤ ¤¨¬ ®¡º¥¬-

­³¾ ª®­¶¥­²° ¶¨¾ · ±²¨¶ ° ¢­®© 1%; ²®£¤  `� � 200 ¬ª¬.1 �«¿ ¢®¤»

� � 10�3 � �±; ¤«¨­³ ¢®«­» ¨§«³·¥­¨¿ � ¯°¨¬¥¬ ° ¢­®© 0:5 ¬ª¬. � °¥-

§³«¼² ²¥, ¯°¨ n = 5 ª°¨²¨·¥±ª ¿ ¬®¹­®±²¼ Wc ¡³¤¥² ¬¥­¿²¼±¿ ®² 15

�² ¯°¨ � = 1 ¬ª± ¤® 0:5 �² ¯°¨ � = 1 ¬±. � ª ¢¨¤­®, ½²¨ ª°¨²¨·¥±-

ª¨¥ §­ ·¥­¨¿ ¬®¹­®±²¨ ¨§«³·¥­¨¿ ¤®±² ²®·­® ¬ «» ¤«¿ ²®£®, ·²®¡»

®¯¨± ­­»© ¢ ­ ±²®¿¹¥© ° ¡®²¥ ½´´¥ª² ¬®¦­® ¡»«® ­ ¡«¾¤ ²¼ ½ª±¯¥-

°¨¬¥­² «¼­®. �¥¬ ­¥ ¬¥­¥¥, ¤® ±¨µ ¯®° ¬­®£®ª° ²­®¥ ° ±±¥¿­¨¥ ±¢¥² 

­  ¨­¤³¶¨°®¢ ­­®© ¨¬ ¦¥ ± ¬¨¬ ±²°³¥ ¬¨ª°®· ±²¨¶ ­¥ ­ ¡«¾¤ «®±¼.

�°¨·¨­  ½²®£®, ¯®-¢¨¤¨¬®¬³, § ª«¾· ¥²±¿ ¢ ²®¬, ·²® ®¡»·­® ½ª±¯¥°¨-

¬¥­²» ¯°®¢®¤¿²±¿ ¯°¨ ¬®¹­®±²¨ « §¥° , ­¥ ¯°¥¢»¸ ¾¹¥© 1 �², ¨ ¢

¤¨ ¯ §®­¥ ¢°¥¬¥­­»µ § ¤¥°¦¥ª � < 1 ¬±.

�»¢®¤» ª £« ¢¥ IV

1. �¥²®¤¨ª  ¤¨´´³§¨®­­®-¢®«­®¢®© ±¯¥ª²°®±ª®¯¨¨ ¬®¦¥² ¯°¨¬¥-

­¿²¼±¿ ¤«¿ ¨§³·¥­¨¿ ¨­¤³¶¨°®¢ ­­»µ ¬®¹­»¬ « §¥°­»¬ ¨§«³-

·¥­¨¥¬ ¯®²®ª®¢ ¬¨ª°®· ±²¨¶ ¢ ª®­¶¥­²°¨°®¢ ­­»µ ±³±¯¥­§¨¿µ.

2. �°¨ ¬®¹­®±²¨ ±¨«¼­® ±´®ª³±¨°®¢ ­­®£® « §¥°­®£® ¯³·ª , ¯°¥¢»-

¸ ¾¹¥© 1 � 10 �², ½´´¥ª²» « §¥°­®£® ³±ª®°¥­¨¿ ¬¨ª°®· ±²¨¶

¬®£³² ®ª §»¢ ²¼ § ¬¥²­®¥ ¢«¨¿­¨¥ ­  ¢°¥¬¥­­�³¾  ¢²®ª®°°¥«¿¶¨-

®­­³¾ ´³­ª¶¨¾ ±¢¥² , ¤¨´´³§­® ®²° ¦¥­­®£® ®² ±³±¯¥­§¨¨ · ±-

²¨¶ ¬¨ª°®­­®£® ¨«¨ ±³¡¬¨ª°®­­®£® ° §¬¥° .

1� ±·¥² ¯°®¢®¤¨«±¿ ± ¨±¯®«¼§®¢ ­¨¥¬ ±² ­¤ °²­»µ ´®°¬³« ²¥®°¨¨ �¨ [76].


