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Introduction

L’interaction entre un petit systeme quantique et son environnement a été étudiée de-
puis les débuts de la mécanique quantique. En théorie de la mesure [11, 12] le role de
I’environnement permet de comprendre le passage du quantique au classique et apporte
des éléments de réponse a la question “Pourquoi n’observe-t-on pas de chats de Schrodin-
ger dans la nature ?”. Un autre exemple important d’interaction entre un systeme quantique
et son environnement est donné par 1’électrodynamique quantique : un atome seul dans
le vide est en interaction avec le champ électromagnétique. Méme lorsque ce dernier tend
a étre dans son état fondamental (“le vide quantique”), I'atome subit son influence : on
peut citer le Lamb-shift [2, 29], découvert les années quarante. Celui—ci est la conséquence
directe des fluctuations de point zéro de I’ensemble atome plus champ. Les dix dernieres
années, en particulier depuis les travaux de P. Shor sur les algorithmes quantiques de dé-
composition des nombres entiers en facteurs premiers [43], la recherche dans le domaine de
I'information quantique eu regain d’intéréet. Mais, en pratique, I'interaction des dispositifs
quantiques avec I’environnement induit de la décohérence ; celle—ci est un obstacle majeur
a la faisabilité d’ordinateurs quantiques [42]. Depuis la découverte des phénomenes méso-
scopiques dans les solides [50] nous savons que les propriétés de transport dans les métaux
sont influencés par les effets d’interférences que produisent les électrons. Citons les phéno-
menes de localisation faible et la fluctuation de conductance universelle dans les milieux
désordonnés. Cependant, le comportement quantique d’un électron peut étre fortement in-
fluencé par son environnement (par exemple les autres électrons et les phonons). Les effets
d’interférences sont atténués par I'interaction entre la particule et 'environnement [23], on
parle dans ce cas de décohérence.

Dans ce contexte, la question de ce qu’il se passe a basse température a été discutée
et débattue récemment : initialement, des mesures expérimentales réalisés par P. Mohanty
et al. ont suggéré l'existence d'une décohérence résiduelle a basse température dans les
métaux [51], en contradiction avec des résultats théoriques de B. Altshuler et al [45];
des développements théoriques discutant de la décohérence induite par les interactions
coulombiennes dans les milieux désordonnés ont suivi [46, 47]. Mais ce débat a mené a la
question plus générale : “Est-ce qu’un environnement a température nulle peut induire de la
décohérence”. Récemment ce probleme a été discuté par Biittiker et al. [17, 19] dans le cadre
du modele d’un oscillateur harmonique (“la particule”) couplé a une chaine d’oscillateurs
harmoniques (“I’environnement”). Il a été montré que la particule échange de I’énergie avec
I’environnement méme a température nulle. Cet effet ne peut pas étre pris en compte par



une rénormalisation des parametres de la particule; il traduit 'intrication entre celle-ci et
I’environnement dans 1’état fondamental de I’ensemble. Ce phénomene a des conséquences
mesurables, par exemple citons la suppression des courants permanents dans les anneaux
mésoscopiques supra-conducteurs [49, 20].

Dans la continuation de ces recherches, on s’intéresse dans cette these, a I'influence de
I'environnement sur un petit systéeme mésoscopique a basse température. En particulier,
on étudie les effets de l'environnement sur les phénomenes d’interférence dans la limite
ou l'énergie de couplage environnement—particule est grande devant 1’énergie thermique.
Tout au long de ce document, nous allons considérer la particule comme sous-partie de
I’ensemble particule—environnement. Nous allons calculer son opérateur densité réduit en
prenant la trace sur les degrés de liberté de I'environnement. Ensuite, nous proposerons
I’esquisse d'un dispositif expérimental montrant la saturation de la longueur de cohérence
de la particule a la limite ou la température tend vers zéro. La longueur de cohérence est
mesurée dans un interférometre de type Aharonov-Bohm.

Ce travail est organisé comme suit. Tout d’abord dans le chapitre 1, nous allons in-
troduire, dans le cadre de la mécanique classique, le modele bien connu [24, 15, 22] pour
I’environnement que nous allons utiliser dans la suite : un oscillateur harmonique couplé
a un bain d’oscillateurs harmoniques. Nous allons justifier le choix du modele dans la me-
sure ou, d’une part, il reproduit les effets classiques attendus d’un “bon” environnement
(dissipation, fluctuations) et d’autre part il donne a 'environnement un cadre hamiltonien,
nécessaire au passage a la mécanique quantique.

Ensuite, apres une breve discussion qualitative sur la décohérence (chapitre 2), nous
allons étudier, dans le chapitre 3, I’état d’équilibre a température 1" de I’ensemble particule
et environnement, en particulier dans la limite 7" — 0 (état fondamental de I’ensemble).
Cette étude nous permettra d’introduire la méthode de la résolvante réduite qui nous servira
dans la suite ; elle nous permettra de calculer et de discuter sous un nouvel angle I'opérateur
densité réduit de la particule, déja obtenu par d’autres méthodes [25, 24, 17]. A température
nulle, dans I’état fondamental de I’ensemble, la particule est intriquée avec ’environnement ;
il en résulte une entropie non-nulle de l'opérateur densité réduit de cette derniere; elle
s’interprete en termes d’effets thermiques effectifs induits par I’environnement. Ensuite
dans le chapitre 4, nous allons réutiliser la méthode de la résolvante réduite pour discuter
la convergence vers 1’équilibre au cours du temps.

Dans le chapitre 5 nous allons transposer les résultats précédents aux circuits électriques
quantiques, puis (chapitre 6) nous allons voir comment coupler capacitivement un systeéme
mécanique (un oscillateur harmonique) a un environnement électrique (une résistance).
Enfin, sur base des discussions qui 'ont précédés, dans le chapitre 7 nous allons proposer
I’esquisse d’un dispositif expérimental illustrant les discussions générales des chapitres pré-
cédents et mettant en évidence la saturation de la longueur de cohérence de la particule a
basse température.

En parallele a ce travail théorique sur la décohérence, dans le cadre de notre colla-
boration avec ’équipe expérimentale d’Olivier Buisson du CRTBT, nous avons étudié la
dynamique d'un SQUID-DC, potentiel candidat a la réalisation d’un bit quantique. Dans
le chapitre 8 nous avons dégagé une “signature quantique” permettant de mieux situer le



régime du circuit étudié expérimentalement et de discuter le comportement du SQUID en
termes d’oscillations de Rabi.






Chapitre 1

Dissipation et fluctuations dans un
systeme classique

Souvent, en mécanique, pour tenir compte de l'interaction d’une particule avec son
environnement, on utilise I’équation de Langevin, ci-dessous. Par exemple, on peut penser
a un pendule qui oscille dans un fluide visqueux subissant une force de friction de la part de
celui-ci; ou bien a une particule “brownienne” dans un fluide subissant en plus de la force
de friction une force aléatoire lié a 'agitation thermique de ce dernier. Dans les deux cas il
s’agit d’un systéme ayant peu de degrés de liberté (pendule, particule brownienne) couplé a
un environnement ayant un tres grand nombre de degrés de liberté (le fluide). C’est 1'idée
d’environnement que nous allons adopter dans la suite de ce document. Concretement,
pour une particule de masse m, de position et impulsion ¢ et p, soumise a un potentiel
V(q), on écrit :

(1.1)

. |7
p = —a——W+F(t)
q%,_/

environnement

Par rapport a I’équation d'une particule libre, I’équation de Langevin comporte deux termes
supplémentaires traduisant 1’effet de I’environnement sur la particule. Le premier est une
force de friction visqueuse —n¢q, n constante. Le second terme F'(t) est une force stochas-
tique qui traduit l'effet de l'agitation thermique de I'environnement sur la particule. Il
n’existe pas d’hamiltonien H (g, p), agissant uniquement sur la particule, duquel on puisse
dériver les forces modélisant 1'effet de I’environnement. En effet la dynamique d’un systeme
hamiltonien conserve le volume dans l’espace de phase alors qu’une équation dissipative ne
le conserve pas. Dans la suite, nous allons chercher a écrire I’hamiltonien pour ’ensemble
environnement et particule en choisissant un modele qui puisse reproduire 1’équation de
Langevin.

L’équation ci-dessus est dite sans mémoire parce que 1’évolution a un instant est définie
par I’'état dynamique a ce méme instant. On rencontre aussi I’équation de Langevin avec



mémoire :

(1.2)

SRl

. —%—Z—/Otf(r)Q(t—T)dT—l—F(t)

environnement

Elle est plus générale, I’équation sans mémoire correspond au cas particulier ou I'(7) =
nd(7) ou §(7) est la distribution de Dirac dans D't (c’est & dire ayant comme support R,
cf. par exemple le livre de R. Petit [1]).

Dans ce chapitre introductif, nous allons étudier dans le cadre d’une approche classique
deux modeles équivalents : le modele de Lamb et le modele des oscillateurs indépendants
(modele de Caldeira-Leggett [22]). Dans les deux cas, nous allons considérer I'ensemble
particule plus environnement comme un systéeme hamiltonien fermé et nous allons déter-
miner I’équation d’évolution réduite ezacte de la particule seulement. Nous allons voir
que ces modeles reproduisent ’équation de Langevin ci-dessus. Notre exposé est basé sur
'approche dans les travaux de G. Ford, [15].

1.1 Modele de Lamb

Le modele de Lamb (introduit par Lamb en 1900) permet de retrouver 1’équation de
Langevin de fagon tres intuitive. Il nous permettra aussi d’illustrer de fagon visuelle les phé-
nomenes de dissipation et de fluctuations. Le modele de Lamb a été discuté par G. Ford [15],
ici, nous allons suivre une approche similaire pour 'obtention de 1’équation de Langevin.

Dans ce modele, on considere une particule a un degré de liberté accrochée a une
chaine d’oscillateurs harmoniques couplés entre plus proches voisins (un corde vibrante).
On s’intéresse a l'effet de la corde sur la particule, plus particulierement on cherche a
identifier un comportement dissipatif. En effet, on imagine que si initialement la particule
est en mouvement, elle va communiquer progressivement son énergie a la corde vibrante,
cette derniére va I’évacuer a l'infini. L’énergie de la particule ne lui sera jamais restituée :
ainsi elle semble subir de la dissipation.

On consideére un point (la particule) de position et impulsion ¢ et p réelles, de masse m
et soumis a un potentiel extérieur V(¢q). Son hamiltonien est :

2
Hpartd:ef2p_m + V(q) (13)

Elle est couplée a une corde vibrante infinie tendue selon un axe et paramétrée par la
variable réelle x (cf. fig. 1.1). Elle est de masse linéique p et de vitesse de propagation
naturelle c. Elle est décrite par son élongation ¢(z,t) et sa densité d’impulsion 7(z,t). Sa
fonction (fonctionnelle) de Hamilton est :

2

) 2
I
Hcorde—/ [2/L+ 9 <8x> ] dx (14)



F1G. 1.1 — Une particule couplée a une corde vibrante.

L’intégrale porte sur toute la corde, c’est a dire z € | — 0o, +o0[. Dans la suite lors des
sommes sur z (et plus loin sur k) les bornes d’intégration seront sous-entendues, comme
ci-dessus. Nous allons montrer que ce modele reproduit ’équation du mouvement suivante :

mqg=————nq+ F(t 1.5

i=—g, M (t) (1.5)

ou ) = 2uc ne dépend que des parametres statiques p et ¢ de la corde et F'(t) est liée a son
état initial aux points x = =£ct.

1.1.1 Couplage et contraintes

Dans ce modele, on n’introduit pas de terme de couplage dans 'hamiltonien de ’en-
semble. Ce dernier est simplement la somme des hamiltoniens de la particule et de la corde.
L’interaction sera traduite par la contrainte [40, 39] que la particule soit solidaire a 'origine
de la corde (point x = 0). Formellement, on écrit cette contrainte :

f@:9)=q—¢(0)=0 (1.6)
Pour un usage ultérieur, on met la contrainte sous la forme :
fla.@) =~ [ d@)p(@)da (L7)

1.1.2 Equation du mouvement classique

Le mouvement classique de I'ensemble est donné par les équations de Hamilton, en
prenant soin de bien tenir compte de la contrainte ; pour cela on introduit le multiplicateur
de Lagrange A(t) associé a f, et il vient :

ov 0
. 0? J
pp + chG—xf = —)\é = A\(z) (1.9)



Résolvons d’abord I’équation sur ¢ ; pour ce faire on fait une transformation de Fourier :

f(k:,t)d:ef/go(x,t)e_im dz (1.10)
alors ’équation du mouvement, éq. 1.9 devient :
€ + pc?k*e = A(t) (1.11)

il s’agit de I’équation du mouvement d’un oscillateur harmonique forcé de masse p et de
pulsation propre ck. Sa solution générale (causale) s’écrit :

k tsin ket A
E(k,t) = &(k,0) cos ket + £<k’cO) sin kct —|—/0 SkaCT;(t —7)dr (1.12)
Eh(k’t) gp(k’t)

On y reconnait la somme de la solution homogene &;, dépendant des conditions initiales et la
solution particuliere &, qui résulte de la présence du multiplicateur A(¢) dans I’équation. I
ne reste plus qu’a faire la transformations de Fourier inverse £(k,t) — ¢(z,t). Considérons
d’abord la solution particuliere, si on se rappelle que le sinus cardinal se transforme en
fonction porte il vient :

1 [sinker 4 1 x
— [ ——e"dk = 11 ( — 1.13
2m ke © 2c (207') (1.13)
On en déduit que la solution particuliere (transformée de Fourier inverse de &) est :
LT Ny sies )
— >
wp(x,t) =< 2uco Ter s e (1.14)
0 sinon

C’est une onde émise par la particule qui se propage a vitesse c¢. De la formule ci-dessus on
peut tirer 'expression du multiplicateur A\(¢) en fonction de ¢(x = 0,1) :

A(t) = 20, (0, 1) = 2ue(0,8) — 2pen (0, 1) (1.15)

or, rappelons—nous que la contrainte imposée au systeme est que p(z = 0,t) = ¢(t), alors
on peut injecter I'expression de A(t) dans ’équation de la particule et on trouve :

ov
mg = 90 2ucq + 2pc ¢p(0,1) (1.16)

Exprimons le terme correspondant a la solution homogene. Pour cela, dérivons dans 'ex-
pression de &, équation (1.12), par rapport au temps :

En(k,t) = —ck €(k, 0) sin ket 4 E(k, 0) cos ket (1.17)

Pour obtenir la transformée de Fourier inverse de I’équation ci—dessus, on peut remplacer
les fonctions sinus et cosinus par des sommes d’exponentielles, on obtient :
dg dp

on(x,t) = g %(x +ct,0) — %(x —ct,0)| + ; [o(x + ct,0) + p(z — ct)] (1.18)



Finalement, on peut poser :

n = 2uc (1.19)
F(t) = 2ucpn(0,t) (1.20)

et I’équation de la particule prend la forme de I’équation de Langevin sans mémoire :

mi = 5o =i+ F(t) (1.21)

1.1.3 Interprétation

L’équation ci-dessus correspond au mouvement d’une particule soumise a un potentiel
V et qui subit une force de frottement —ng on voit que son travail —ng? est négatif. Ce
dernier correspond au fait que la particule exerce une force sur la corde pour ’entrainer
dans son mouvement (la contrainte oblige), mais comme la déformation induite se propage
le long de la corde, cette énergie est évacuée a l'infini et ne sera jamais restituée a la
particule.

En plus de la friction, la particule subit une force dépendante du temps F'(t). A Vinstant
t, elle dépend uniquement de I’état de la corde a l'instant initial a une distance xr = +ct
de la particule; il s’agit de la déformation de la corde qui se propage a la vitesse ¢ et qui
vient perturber la particule. Grossierement on peut dire que cette derniere voit “défiler”
I’état initial de la corde.

Une interprétation plus visuelle a été proposée par M. Biittiker [18] : la dissipation
correspond a des ondes émises par la particule vers l'infini (éq. 1.14), I’énergie est perdue
irréversiblement pour la particule. Dans cette image, les fluctuations se traduisent par des
ondes incidentes vendant de U'infini (éq. 1.18).

1.1.4 Translation en position

Dans le cas particulier ou1 V' (¢) est constant, le systeme total est invariant par translation
dans l'espace ; en effet une translation de la forme :

g — q—a (1.22)
Vo, o(x) — p(x)—a (1.23)

laisse invariantes les équations du mouvement. Cependant, la particule seule n’est pas
invariante par translation. En effet comme la contrainte impose que Vt, q(t) = ¢(0,1), il
n’est pas possible de faire une translation ¢ — ¢ — a sans translater p(x) — ¢(z) — a.
Il existe des modeles plus compliqués ou la particule est invariante par translation, par
exemple le modele de L. Bruneau et al. [10].



environnement
particule \ ‘
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Fi1G. 1.2 — Modele de Caldeira—Leggett : une particule couplée a un bain d’oscillateurs
indépendants.

1.2 Modele des oscillateurs indépendants [24, 22]

Dans cette section on va considérer le modele des oscillateurs indépendants ou modele
de Caldeira—Leggett. Ils est plus général que le modele de Lamb, en effet, nous allons voir
qu’il permet de retrouver ’équation de Langevin avec mémoire.

Pour modéliser I'environnement de la particule, nous allons considérer qu’elle est cou-
plée linéairement a N oscillateurs harmoniques indépendants (fig. 1.2). L’hamiltonien du
systeme total (environnement et particule) s’écrit comme :

2

p N
H="—+4V
o T (q)+;

2
HiW;

2

i 2
R SR (1.24)
ol w; est la pulsation du i-eme oscillateur, p; sa masse, et ; et m; sont respectivement
sa position et son impulsion. La distribution des w; et des p; détermine completement les
caractéristiques de I'environnement. Plus loin nous serons intéressés au cas ou le nombre
d’oscillateurs du bain est “grand”. Dans cette limite, nous allons le voir, I’ensemble d’oscil-
lateurs constitue un “bon” modele pour I'environnement. Nous allons voir qu’il permet de

reproduire 1’équation de Langevin avec mémoire :

mq = —aa—‘; —/OtF(T)Q(t—T) dr + F(t) (1.25)

ou I'(7) ne dépend que des parametres statiques de 'environnement : les p; et les w;. La
fonction F'(t) quant a elle ne dépend que de I’état initial de 'environnement : les ;(0) et
les m;(0).

1.2.1 Equation du mouvement

Les équations de Hamilton pour I’ensemble particule et bain sont :

_ P ‘__a_VJri Wi — q) (1.26)
Q= b=yt melleia .
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Uy

= = omllei—0) (1.27)

Di

L’équation sur les oscillateurs du bain est du second ordre, avec second membre et s’écrit :
. 2 _ 2

@i +wipi = w;q (1.28)

La solution de cette équation est la somme d’une solution particuliere et de la solution
générale vérifiant les conditions initiales. Alors :

pilt) = pi(0) coswit + -

¢
sin w;t + / wisinw;Tq(t —7) dr (1.29)
0

ou ¢;(0) et m;(0) désignent les conditions initiales, a I'instant ¢ = 0. Apres une intégration
par parties, on met l'expression de ¢; sous une forme plus utile pour la suite :

o) — qlt) = — /Otcoswﬂcj(t—r)dr (1.30)

Hi;

+(90i(0) - Q(0)> cosw;t + sin w;t

Ainsi, on peut injecter I'expression de ¢; dans ’équation du mouvement de la particule
(éq. 1.26). On trouve :

. ov ¢ :
mj=—20 — / D(r)§(t — 7) dr + F(t) (1.31)
dq 0
ou l'on a posé :

N

L) = Y pw;coswt (1.32)
i=1
N

i(0) .

F(t) = [(901(0) - q(())) cos w;t + T (w) sin wgt | piw? (1.33)

i=1 Wi

1.2.2 Passage a la limite continue

En pratique 'expression de I'(t) et de F'(t) sont compliquées et leurs définitions (éq. 1.32
et éq. 1.33) ne sont pas d'une grande utilité. En effet, la structure fine résidant dans
la distribution des p; et des w; représente beaucoup d’information. D'un point de vue
physique, nous sommes intéressés au cas ou le nombres d’oscillateurs de I'environnement
est grand, dans ce cas la complexité de la distribution des y; et des w; peut généralement étre
grande aussi. Dans cette limite qui nous intéresse, on s’intéresse plutot aux effets “collectifs”
induits par ’environnement et pas a la dynamique individuelle de chaque oscillateur qui le
constitue.

11



Définitions

Prenons la limite N — 00 ; nous supposons que ’ensemble des oscillateurs de ’environ-
nement est distribué continiment en fréquence. Dans ce cas, la distribution des masses j;
devient une densité p(w) telle que p(w)dw soit la masse totale des oscillateurs de pulsa-
tions dans U'intervalle [w,w + dw]. La fonction p(w) caractérise completement les effets de
I'environnemt sur la particule. Les variables dynamiques ¢;(t) se transforment en une fonc-
tion ¢ (w,t) représentant la position de l'oscillateur de pulsation w & l'instant ¢. De méme,
m;(t) devient la fonction 7(w, t), donnant la densité d’impulsion au point w et a I'instant .
Formellement le passage du discret au continu se fait en opérant les changements suivant :

wi — W (1.34)
= p(w)dw (1.35)
vi — p(w) (1.36)
m — m(w)dw (1.37)
> fldm — [ fwn) do (139

Remarquons que ¢(w,t) n’est pas une densité et qu’elle a les méme unités que sa version
discrete, alors que m(w, t) est une densité : 7(w,t) dw a les mémes dimensions que ;. Ainsi
cela a un sens de parler de “I“impulsion totale comprise entre w, et ws”, alors que “la position
totale entre wy et wy” n’a pas de sens. Pour souligner 1’analogie avec la thermodynamique,
dans une certaine mesure on peut dire que la position est intensive parce qu’elle ne croit
pas avec la masse, alors que I'impulsion est extensive parce qu’elle, au contraire, croit avec
la masse.

Exemple d’un environnement continu

Dans le cas de fonctions p(w) simples, on peut explicitement déterminer I'(¢) en calcu-
lant explicitement la somme dans 1’éq. 1.32. L’environnement dit ohmique est défini par la
fonction p(w) suivante :

det 27
ohm - 1.39
()2 (1.39)
Dans ce cas, la fonction I' prend la forme tres simple :
Lonm(t) = nd(t) (1.40)

ol 4(t) est la distribution de Dirac dans D't (c’est a dire ayant comme support R, cf.
réf. [1]). Finalement 1’équation du mouvement prend la forme :

. p
- £ 1.41
q - (1.41)

oV
) = ——— —1)q Fomt
P 94 N4 + Fonm(t)

On retrouve bien I’équation de Langevin sans mémoire, que reproduit le modele de Lamb.
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1.2.3 Remarques diverses
Fonction spectrale

Dans la littérature [24, 25, 22|, on rencontre souvent la fonction spectrale de 1’environ-
nement, elle est définie ainsi :

1

J(w) d:efﬁ,u(w)wg, alors T'(t) = — /OOO J(w)

w

coswt dw (1.42)
7r

Tout comme p(w), elle caractérise complétement I’environnement. Cependant, pour la suite,
on va préférer l'usage de p(w).
A propos du contre—terme

L’hamiltonien éq. 1.24 qu’on a choisi pour modéliser une particule couplée a son en-
vironnement donne les résultats voulus. On peut développer 'expression au carré dans
I'intégrant, on trouve :

P’ - 2, P 2 N T W
H= o=+ V(@) =) o] + 5 2 piw; + 3 5+ (1.43)
m i=1 24 i1 2Mi 2
—
particule couplage bain

De ce point de vue on a un terme propre a la particule, un terme propre au bain et un
terme de couplage. Le couplage contient deux termes dont 1'un est proportionnel a ¢2. I
dépend de la distribution des w;u; (et peut donc diverger lorsque N — oo, c’est le cas
de 'environnement ohmique, par exemple), on I’appelle contre-terme. Il est artificiel et ne
doit pas étre interprété comme une “renormalisation” du potentiel V'(¢). Sa présence est
nécessaire pour l'obtention d’une équation de Langevin; il garantit que 'hamiltonien soit
défini positif.

Fleche du temps

Remarquons que I’équation de Langevin introduit en apparence une “fleche du temps”.
En effet un renversement du temps (changement ¢ — —t) change la forme de la force de
friction —ng¢ — +nq et donc ne laisse pas invariante I’équation du mouvement. Ceci parait
paradoxal dans la mesure ou ’équation du mouvement est déduite des équations générées
par 'hamiltonien éq. 1.24, visiblement invariants par renversement du temps.

Cependant un renversement du temps “correct” demanderait a renverser les conditions
initiales du bain (changer m; — —m;). On montre que ceci a pour effet de changer F'(¢) de
fagon a retrouver une évolution réversible; il n'y pas de paradoxe.

Physiquement, d'un point de vue expérimental, on n’a aucun controle sur les conditions
initiales de I'environnement et lorsqu’on parle de renversement, on ne considere que la partie
“particule”. De ce point de vue la dynamique “réduite” de la particule est irréversible.
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1.3 Fluctuations statistiques

Dans ce qui précede, la force F'(t) dans I’équation de Langevin (éq. 1.31) est induite par
I’environnement et entierement déterminée par les conditions initiales. Nous avions jusqu’a
présent laissé de coté son interprétation. Pour illustrer son effet, nous allons considérer
le cas ou les conditions initiales sont des variables aléatoires. Plus particulierement on va
supposer que l'environnement est dans un état de Gibbs a température 1/(.

Notons les élongations du z-eme oscillateur du bain :

Xi =¥i—¢ (1.44)

Dans ce cas, la loi de Boltzmann donne que les y; et m; sont des variables aléatoires
gaussiennes centrées vérifiant :

(a(0) = 0 (1.45)
(m(0)) = 0 (1.46)
Oa(0)m;(0)) = 0 (1.47)
(0 (0)) = m%wa (1.48)
(m(0)m;(0)) = %&j (1.49)

On peut utiliser directement la définition de F(t), éq. 1.33 pour calculer la moyenne de
F(t) au cours du temps :

i=1 Wi

(F(t) = <§: [Xi(O) cosw;t + i(0) sinwit] Mz‘%-2> (1.50)
0

(1.51)

De méme, on peut calculer la fonction d’auto-corrélation de F' entre les instants ¢ et t’ :

(A

(F(OF(t) = <ZZ[Xi(O)coswit+

sin wit] piw? (1.52)
=1 j=1

(0
X [Xj(O) cosw;t’ + ] )sinwjt’] ujw]2->
HjWj

En injectant les éq. 1.47—1.49, on obtient :

piw? cos wi(t —t') (1.53)

V-

@
I
—

(F(OF()) =

oS
~
|
~
3
N

(1.54)

I o

—_
N



F(t) est une fonction stochastique gaussienne centrée caractérisée par 1'éq. 1.54. A titre
d’exemple, considérons I’environnement ohmique discuté dans la sec. 1.2.2). Dans ce cas :

(F(O)F()) = %”5@ —#) (1.55)

La force aléatoire F(t) que la particule subit est un bruit blanc. Sa puissance spectrale est
proportionnelle & la température 1/ et a la constante dissipative 1. Cette relation, ainsi
que sa forme plus générale, éq. 1.54 relie bruit et dissipation, elle est connue aussi sous
le nom de “second théoreme fluctuation—dissipation” [41] En plus de son intérét pratique,
cette relation souligne que le bruit et 'effet de dissipation sont reliés et ont une origine
commune.

Physiquement, on peut comprendre se résultat en disant qu’il y a “compétition” entre
le bruit et la dissipation. En effet, le bruit thermique injecte de 1’énergie dans la particule
(par I'intermédiaire de la force F(t)) et simultanément la dissipation absorbe de ’énergie
(par 'intermédiaire de la force de friction —nq). Si il n’y avait pas de dissipation ’énergie
de particule serait en perpétuelle croissance et, réciproquement, si il n’y avait pas de bruit,
la particule finirait par dissiper toute son énergie. La température est donc le rapport entre
les deux (cf. [15]). C’est le sens physique que I'on peut préter a 1'éq. 1.54.
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Chapitre 2

Généralités sur la décohérence

2.1 Discussion physique

Nous avons vu que, classiquement, ’environnement induit des fluctuations (a travers
le bruit) et de la dissipation (& travers la force de friction). Dans un systéme constitué
d’une particule quantique couplée a un environnement quantique, on observe en plus de
la décohérence [11, 12]. Qualitativement, on entend par cohérence quantique la capacité
d’un systeme a faire des interférences. La décohérence est précisément la destruction de
la cohérence. Par exemple, considérons une expérience ot une particule doit traverser une
double fente d’Young et produire un impact sur un écran derriere les fentes. Nous savons
que cette expérience exhibe le caractere ondulatoire de la particule en produisant une
figure d’interférence sur ’écran. Par contre si on essaye de placer un appareil de mesure
sur le trajet de la particule qui détecte celle-ci sans 'absorber (par exemple pour savoir
par quelle fente elle passe) la figure d’interférence est détruite : il n’y a plus de cohérence.
Mais méme en 'absence d’appareil de mesure I'environnement de ’expérience peut faire
perdre la cohérence de ’état de la particule. Tout se passe comme si I’environnement faisait
constamment des mesures sur la particule : chaque degré de liberté de celui-ci sonde 1'état
de la particule et fait perdre peu a peu la cohérence de son état. En d’autres termes la
décohérence résulte de 'intrication quantique du systeme avec I’environnement. Selon le
degré d’interaction entre la particule et son environnement la décohérence peut étre plus
ou moins forte, et la figure d’interférence sera plus ou moins estompée. La fig. 2.1 donne
I’allure des figures d’interférences selon que la décohérence est faible, partielle ou forte.

2.2 Description des systemes quantiques

En mécanique quantique ’état d’un systéme peut étre décrit par un ket [¢). Une fagon
plus générale de représenter ’état quantique est 'opérateur densité p auto-adjoint de trace
unité [31, 29]. Donnons—nous un systeme (“la particule”), une base de I'espace de Hilbert
des états quantiques (|0),|1)...) et une observable A. Nous avons les relations suivantes :
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F1G. 2.1 — Ci—dessus on a tracé la densité de probabilité pour que la particule arrive au
point considéré de 1’écran apres avoir traversé les fentes d’Young. Les deux renforcements
correspondent aux points de 1’écran face aux fentes. A gauche il n’y a pas de décohérence,
au milieu la décohérence est partielle et a droite la décohérence est totale.

— (n|p|n) donne la probabilité pour que la particule soit dans I’état |n) ; cette écriture
est une généralisation de | (|n) |%.
— tr(pA) donne la valeur moyenne <A> ; cette écriture généralise <1b|/1|¢> On calcule
la trace par la formule suivante :
tr(pA) = 3 (nlpAln) (2.1)
n
Si I'opérateur densité est de la forme p = |) (1], alors p représente un état pur, dans ce
cas particulier p et |1)) représente le méme état physique. Si par contre I'opérateur densité
est de la forme p = aq 1) (1] + az|ths) (1], c’est a dire une combinaison linéaire d’états
purs on dit que I'état du systeme est un mélange statistique, dans ce cas il n’existe pas
de [¢) qui représente le méme état, le formalisme de l'opérateur densité est donc plus
général. Notons, enfin, que p est soit un état pur, soit un mélange statistique; il n’y a pas
de troisiéme alternative. A titre d’exemple comparons les deux opérateurs densité suivants,
I'un est un état pur et 'autre un mélange :

Pour = (a|thr) + aofthe)) (r (1] + az (i) (2.2)
ﬁmelange = ’@1|2\¢1><¢1|+\042’2|¢2><¢2’ (23)

ou (11]1y) = 0. Calculons dans les deux cas la probabilité pour que la particule soit dans
un état |n), on obtient :

(nlppucln) = laa (nn) + ag (nfip) |2 (24)

(| pmetange|n) =l (nltn) [* + [z (nfeo) (2.5)

On constate que dans le premier cas on ajoute les amplitudes complexes et que dans le
second on ajoute les probabilités. Il s’agit d'un résultat important : dans le cas “pur” on peut
avoir des interférences alors que dans le “mélange statistique” on n’en a pas. En pratique,

on peut avoir des états “plus ou moins” purs. Une facon de mesurer la pureté d’un état
consiste a calculer son entropie dont voici la définition :

S =—ktr(plnp) (2.6)
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Dans I'exemple ci—dessus, pour I'état pur I’entropie est nulle, alors que pour le mélange
statistique on trouve! k1n2.

L’autre avantage majeur de l'opérateur densité par rapport au ket est qu’il permet
de décrire ’état d'un sous-systeme qui fait partie d'un plus grand systeme. Il est donc
préconisé pour la description de I’état d’une particule en interaction avec ’environnement.
Pour le calculer, on part de 'opérateur densité de ’ensemble particule—bain et on fait la
trace sur toutes les variables du bain; de cette fagon on obtient l'opérateur densité réduit
qui décrit la particule.

'En pratique pour faire le calcul, on diagonalise p. Si on note p; les éléments diagonaux de p alors les
éléments diagonaux de —pln p sont —p; Inp;. En prenant la trace on trouve pour ’entropie :

S = —kZpi Inp; (2.7)
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Chapitre 3

Décohérence a I’équilibre thermique

3.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser a I’état quantique a I’équilibre thermique
d’une particule couplée a 'environnement a température 7' (en particulier dans 1’état fon-
damental qui correspond & 1’équilibre thermique & 7" = 0). Nous allons nous placer dans
le cadre du modele des oscillateurs indépendants introduit au chapitre 1. On va s’intéres-
ser aux effets quantiques qu’induit 'environnement sur la particule et en particulier a son
impact sur les phénomenes d’interférences.

Dans le but de rester précis, nous allons adopter la démarche suivante : Nous allons
étudier le systeme total constitué de la particule et de 'environnement en tant que systeme
isolé puis nous allons prendre la trace sur I'environnement dans le but d’éliminer toute
I'information superflue concernant les degrés de liberté de ’environnement. Dans ce but,
nous allons présenter la “méthode de la résolvante” [9] bien connue en théorie spectrale,
que nous appliquons a ce probleme.

En particulier, nous allons calculer I'opérateur densité réduit de la particule en prenant
la trace sur I'environnement de I'opérateur densité du systéme total (particule et environ-
nement). Nous allons voir qu’a température nulle il est marqué par une entropie résiduelle
traduisant l'intrication entre la particule et I’environnement. Celle-ci se trouve dans un état
similaire a un état de Gibbs caractérisé par une température effective non-nulle. Les résul-
tats qui vont suivre sont déja connus [25, 24, 17|, cependant la méthode de la résolvante
réduite n’a pas été appliquée a ce probleme, il nous semble donc intéressant de la dé-
tailler ici. De plus cette méthode se transpose naturellement aux problemes hors—équilibre
(chapitre suivant).
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3.1.1 Modele

Considérons le systeme classique constitué d’un oscillateur (la particule) couplé a un
ensemble de N oscillateurs indépendants (I’environnement), dont I’hamiltonien suit :

2m

particule

Ho P mQQ +Z{ w2(S0i_Q)2} (3.1)

environnement

(mémes notations que dans la section 1.2). Il s’agit de ’hamiltonien éq. 1.24 ot le potentiel
V(q) est harmonique.

3.1.2 Quantification

Envisageons la version quantique de ce modele. L’espace de Hilbert H,o; d’un tel systeme
est le produit tensoriel des espaces de Hilbert de ses composantes : celui de la particule
Hpart par ceux des oscillateurs de I'environnement Hoge, - .. Hosey -

HtOt = Hpart ® Hoscl ® te ® HOSCN (32)
Henv

En représentation position, les éléments de Hio; sont des fonctions L2(RMT1), & N + 1
variables. Avec les notation de Dirac :

<Q7S01a"'790N‘w> = w(qv 9017"'7(;0]\/') pour W) € 7-[tot (33)

Les variables canoniques classiques (positions, impulsions) deviennent des opérateurs auto-
adjoints en mécanique quantique. Ils vérifient les relations de commutation usuelles :

[,p] = ih (3.4)

[Py, 7p] = ihdsy (3.5)

4,4l =[p,p] = 0 (3.6)

(85, 65] = 75, 7] = 0 (3.7)

G, ¢5] = (a4, 75] = [D, &3] = [p, 7] 0 (3.8)

En représentation position, avec les notation de Dirac, les observables canoniques agissent
dans 'espace de Hilbert total Hi. de la fagon usuelle :

(@1, on|qY) = qvlg,¢1,. .., 0N) (3.9)
(@, 01,.--,onDY) = —iha%w(%%w--,SON) (3.10)
(pj 1, onl@Y) = U(q, 01, .-, 0n) (3.11)
(g, 1, ., on|mj1) —ih%wq, P15 PN) (3.12)
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3.1.3 Etat d’équilibre

Dans la suite de ce chapitre, nous allons nous intéresser au cas ou le systeme total
(particule et environnement) est dans un état de Gibbs a température T. Son opérateur

densité est :

1 N N
p= ZG_H/I“T o Z =tre H/HT (3.13)
Rappelons qu’a température T" — 0, I’état p tend vers 'état fondamental |0) (0| du systéme

total. Nous allons noter (A) la valeur moyenne de l'observable A, définie comme suit :
(A)=tr (Ap) (3.14)

Dans la suite, on souhaite calculer 'opérateur densité réduit ¢ de la particule définie

comme suit :
6% tr p (3.15)

env

La trace se fait sur ’espace de Hilbert de I’environnement H,,,, donc ¢ agit dans I’espace
de la particule Hpat. De cette fagon, on élimine toute 'information sur I'environnement
tout en conservant I'information complete sur la particule. En effet, a partir de 'opérateur
densité réduit, on peut prédire n'importe quelle mesure portant sur les observables de la
particule (cf. sec. 2.2).

Pour une observable a n’agissant que dans l'espace de Hilbert Hp.¢, les moyennes
peuvent étre calculées a partir de &, en effet :

(@) = t0(p-a® L) (3.16)
= [ .17

3.2 Méthode de la résolvante

Dans cette section on utilise le fait que 'hamiltonien éq. 3.1 est quadratique pour cal-
culer explicitement (¢*) et (p?). Nous utilisons une approche courante en théorie spectrale
9, 29] tres adaptée au probleme.

3.2.1 Décomposition en modes normaux

L’hamiltonien du systeme que 'on étudie (éq. 3.1) est quadratique. Pour ce genre de
systemes, nous pouvons décomposer la trajectoire en modes de vibration collectifs, de fagon
similaire a la décomposition en mode normaux du mouvement d’une corde vibrante. Pour ce
faire, nous allons réécrire I’hamiltonien du systeme total sous forme matricielle. Mettons les
positions (et les impulsions) dans des vecteurs colonnes, on arrive a réécrire ’hamiltonien
sous la forme suivante :

H o= S(PIP)+ (Q4%1Q) (3.19)
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ou :

v av/m
Py = | ol l@=], (3.20)
02 + > Wit —w?, b
2 :
2= o (3.21)
0
On note |0),...,|N) la base canonique de RV "1, de sorte que les vecteurs |Q) et |P) aient

pour composantes :

G/ = (ilQ) i/ = (i|P)
Avec ces notations, les relations de commutations entre les observables du systemes (éq. 3.4
a éq. 3.8) s’écrivent :

(iP), (ilP)] = 0 (3.23)
(1Q), (1Q)] = 0 (3.24)
(11Q), (lP)] = ih (3.25)

La matrice A% est symétrique et définie positive. On peut donc trouver une base ortho-
normée de vecteurs propres. Notons |Up) ... |Uy) les vecteurs propres associés aux valeurs
propres vy ... Uy, ils vérifient :

A|U;) = yijj) (3.26)

I = z_% U (U] (3.27)

Comme les valeurs propres sont positives, nous pouvons sans perte de généralité prendre
v; > 0. Notons les opérateurs canoniques dans la nouvelle base :

z; = (U;1Q) (3.28)
g = (U;|P) (3.29)

Z; et g; sont les opérateurs positions et impulsions des modes normaux. Vérifions qu’ils
sont canoniquement conjugués :

[, 95] = (3.30)
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= U|Z|k (K|Q), (U Z|k )(K'|P) (3.31)

= Z(Uj!k)(k\Ujf)[(k\Q),(k\P)] (3.32)
kK’

= (U] X k) (KIU;) [(K]Q), (K| P)] (3.33)

= thojj (3.34)

La notion de mode normal mérite quelques commentaires. En fonction des nouveaux opé-
rateurs canoniques Z; et g;, I’hamiltonien s’écrit :

N 72 ~2
=% 420 (3.35)
25 Vi '

il s’agit de I’hamiltonien d'un ensemble de N + 1 oscillateurs indépendants : les modes
normaux du systeme. Sous cette forme sa dynamique est triviale. Rappelons nous que :

& = (U;lQ) (3.36)
= (U;]0)(0|Q) +Z (3.37)

= (Uil0)vmg + > Va(Ujli)¢: (3.38)

Chaque mode normal est une superposition linéaire de la position de la particule et de
celles de I’environnement. Le mouvement d’un mode normal correspond a l'oscillation col-
lective de tout le systeme. Réciproquement, les coordonnées de la particule et celles de
I’environnement sont une superposition linéaire des coordonnées normales :

N

gv/m = > (0U;); (3.39)

J

I\
o

™=

p/Vm = ) (0[U;)g (3.40)

<.
Il
o

3.2.2 Résolvante réduite [9]

Dans la suite, nous allons avoir besoin de calculer des quantités de la forme suivante :

N

My =3 (01U;)2 f (1) (3.41)

§=0

ou f est une fonction continue R — R.. Nous allons utiliser une méthode standard en théorie
spectrale [9, 29, 28], la méthode de la “résolvante réduite”. Considérons la résolvante de la
matrice A% définie de la facon suivante :

R(2)E (22 + AH ™! (3.42)
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avec z € C tel que 2%+ VJZ # 0 pour tout j. C’est une définition légerement différente (mais
équivalente) de celle qu’on trouve dans la littérature. Elle se révélera plus simple dans la
suite. Dans la base propre de A, R(z) s’écrit comme :

R(2) = 3.43
D=2 (3.43)
On définit la résolvante réduite a la particule :
N 2
def (O‘Uj)
=(0|R(2)|0) = 3.44
r(z) =(0]R(2)|0) jgozgﬂjz (3.44)
Appliquons a R(z) la formule suivante (cf. réf. [1]) sur les distributions :
1 1 i
li =vp——F —[(u—w)—94 3.45
vlir(l) (tu £ )2 + w? VP —u? 4 w? :FZw[ (v —w) (u+w)] ( )
on obtient pour la partie imaginaire de r(z), pour z approchant ’axe imaginaire :
N 5 (0]T;)?
Im {hm r(iu+ ’y)} = S O s — ) — 6+ )] (3.46)
7—0 =0 21/‘7
Multiplions par f(u) cette équation et intégrons entre 0 et 0o, on en déduit :
1 oo al
—— / Im {lin% r(iu + ’y)} 2uf(u)du =Y _(0|U;)*f(v;) (3.47)
mJo = :
Jj=0

ce qui correspond bien a la relation voulue, éq. 3.41. Pour calculer de telles quantités il ne
nous reste plus qu’a trouver explicitement ’expression de r(z).

Soit A2 et Ry les valeurs des matrices A? et R en absence d’environnement, c’est a dire
lorsque tous les p; sont nuls dans 1’éq. 3.21. Posons :

A2 =A2+V (3.48)
Alors :
R = Ry+IR— Ryl (3.49)
= Ro+ Ro(* + AR — Ro(2* + A3 + V)R (3.50)
= Ry— R)VR (3.51)

Utilisons le fait que Ry est diagonal et que (i|V]j) # 0 seulement si i =0 ou j =0 :
(0[R]0) = (0|Ro|0) — (0| Ro]0)(0[V']0)(0[12]0) — > (0| Ro|0)(0V[i) (4| RJ0)  (3.52)

i>1
1 1 W2 1 1L

_ - 20| R|O 2 [Z2(i|R|0) (3.53

22 + )2 224—92; m(’ ’)+Z2+Q2§w’ m(z] 10) )

(k[R|0) = —(k|Ro|k)(k[V']0)(0|R|0) (3.54)
2
HE Wi

= 4/— 0|R|0 3.55

mZQ—l—w,%( [12]0) ( )
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En combinant ces deux expressions, on obtient finalement :

r(z) = ! (3.56)

2
2 2 9\~ Wy Hi/
2+ Q2+ 22y i

3.2.3 Passage a la limite continue

Sous la forme ci-dessus, I'expression de la résolvante réduite r(z) est pratiquement
inutilisable. En effet, il est généralement difficile de calculer la série faisant intervenir les
coefficients ;. Cependant, rappelons-nous que nous sommes intéressés par la situation
physique ou le nombre d’oscillateurs harmoniques dans ’environnement est grand ; alors,
nous pouvons prendre la limite continue de la méme fagon que dans la sec. 1.2.2. Dans ce
cas la suite u; devient une distribution et la somme devient une intégrale sur la pulsation :

) F i s / ZMZJ/;” (3.57)

Posons z = iu++ (avec u et y réels) et utilisons 1’éq. 3.45 pour prendre la limite suivante®

711%1 r Y iu+y) = —u® + Q2 — A+ il (3.59)

ol on a posé :
Alu) = P/OOO %u(w)w2 dw (3.60)
M) £ T ) (3.61)

Finalement on obtient qu’a la limite continue :

N 2 [ u?
Zj 0|U;)2F(v;) — %/0 S Ay e () d (3.62)

3.2.4 Fluctuation de la position et de I’impulsion de la particule

Revenons au cas ou le systeme complet (particule et environnement) est a 1’équilibre
a température 7', dans I’état donnée par I'éq. 3.13. En termes de modes normaux, p peut

'Remarquons que §(u — w) est un pic de Dirac de la variable u au point w. Mais on peut voir cette
expression aussi comme un pic de Dirac de la variable w au point u. Cette méme remarque est valable
pour :

1
—u? +w2
qui est une distribution de la variable u dépendant d’un parametre w, qu’on peut voir aussi comme une
distribution de la variable w dépendant d’un parametre u. Cela nous permet de dire, dans la suite, que
A(u) et T'(u) sont des distributions régulieres (des fonctions) de la variable w.

vp (3.58)
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s’écrire :

1 v~ g o
po= e T T o Hj:%Mr
e—Ho/kT e~ HN/KT

ou Z; = tr e Hi/kT

(3.63)

(3.64)

Cette derniere décomposition de p comme produit d’opérateurs (normés a 'unité) n’agis-
sant que sur un seul mode normal montre que les modes normaux sont statistiquement
indépendants dans un état de Gibbs. Dans ce cas on peut déterminer les moyennes et les

fluctuations de position et d’impulsion de chacun des modes indépendamment? :

R h hv
(T;25) = 5, coth (2]{%) djj

L hv: hv;
(Z;9;) = 0

(3.65)

(3.66)

(3.67)
(3.68)

Calculons les positions et les impulsions moyennes de la particule en utilisant leurs

décompositions en modes propres :

0 - ()

(0]U;) (2;)

I
NE

=0

I
<1

Procédons de la méme maniere pour les fluctuations :

(@) = (30w ol

J=0 3'=0

— IO (a2)

Jj’
N h hv;
= (0]U;)? th | —L
2:: 1) G © <2kT

)

(3.69)

(3.70)

(3.71)

(3.72)

(3.73)

(3.74)

%les modes normaux étant des oscillateurs harmoniques de pulsation propre v;, on utilise de relations

courantes qui donnent les premiers moments de la position et de I'impulsion d’un oscillateur.
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Dans les deux cas, il s’agit de fonctions de la forme de ’éq. 3.41, que nous savons calculer
grace a ’éq. 3.62, on trouve :

(¢®) = 2/000 ( [u)u” " coth <hu> du  (3.75)

T —u? + Q% — A(u))? + u?I'?(u) 2mu

Par exactement la méme méthode on trouve que (p) = 0 et que :

N hmuv; hu.
~2 9 G j
p°) = (0|U;) coth () (3.76)
@) JZ:% 72 2T
A I(u)u’ hmu hu
N ?/0 (—u2 4+ Q2 — Aw))? + uT2(u) 2 coth (ﬁ) du  (3.77)

On peut obtenir les mémes expressions par d’autres méthodes, par exemple a ’aide du
théoreme fluctuation—dissipation [25, 17] ou a I’aide de la technique des intégrales de chemin
et de la fonctionnelle-influence de Feynman-Vernon [22, 24, 13, 14]. La décomposition en
modes normaux qu’on a considérée ci-dessus nous parait naturelle ; dans le chapitre suivant,
nous allons voir qu’elle s’applique presqu’a l'identique au probleme dépendant du temps
(hors équilibre).

3.3 Opérateur densité réduit

Comme I'hamiltonien du systéeme particule plus environnement (défini par I’éq 3.1, page
22) est quadratique en position et impulsion, 'opérateur densité a I’équilibre thermique
défini par : )
o—H /KT

Z
est gaussien. Lorsqu’on prend la trace de p sur I’environnement, le résultat reste gaussien,
donc l'opérateur densité réduit définit par :

avec 7 = tre AT (3.78)

p=

Q>

=t p (3.79)
est aussi gaussien. On peut I’écrire sous cette forme :
G = @ b’ He (3.80)

ol a, b et ¢ sont des coefficients a déterminer. Remarquons qu’il n'y a pas de terme en
Gp car hamiltonien est invariant par renversement du temps® alors p l'est aussi et par
conséquent ¢ doit I’eétre. Nous pouvons réécrire ¢ avec un autre jeu de coefficients inconnus
Z, T etm :

—Hog /KT ~2 ~20)2

e eff/ . ~ p m Q .9

F=—— Hyp=—
o 7 ou F 2m+ 5

(3.81)

3un renversement du temps change p en —p et m; en —m; Vi laisse invariant ’hamiltonien.
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ici 7 a la dimension d’une masse, T celle d'une température et Z est sans dimension. Cette
éeriture fait ressortir 'analogie entre & et un état de Gibbs & température 7" d’un oscillateur
harmonique de fréquence () et de masse m. Ce choix de la définition des coefficients n’est
pas standard (cf. [25, 24]) et mérite quelques explications. Pour déterminer un état de Gibbs
pour un oscillateur nous utilisons trois parametres : sa pulsation, sa masse et sa température
(hors coefficient de normalisation). Or ici que deux des parametres sont indépendants (le
préfacteur Z est déterminé par la normalisation), donc nous avons a faire un choix dans
la définition. Ici, nous utilisons comme parametre pour la pulsation, la vraie pulsation €2
de la particule. Ce choix a priori arbitraire est naturel parce que ’hamiltonien effectif qu’il
définit a le méme spectre que ’hamiltonien de la particule. De plus, la pulsation est un
invariant canonique; il existe donc une transformation canonique permettant de passer de
I’hamiltonien de la particule I:Ipart a ’hamiltonien effectif I:Ieff. Finalement, avec ce choix, les
coefficients T (température effective) et 7 (la masse effective) sont définis de facon unique.
Pour déterminer completement &, il ne reste plus qu’a trouver leurs valeurs respectives. En
utilisant les relations courantes pour un oscillateur harmonique, nous pouvons les relier a
la valeur de (¢?) et de (p?) :

h hQ
2 . VESEE
<q > = trg°o = 50 coth 7 (3.82)
R hQ
2N = trpfe = coth —— 3.83
) 2 oWT (3:83)

En prenant le produit et le quotient de (p?) par (¢*), on obtient :

~ hQ 1
Argth /7y
- (p?)
— 3.85
= @) (3:85)
En utilisant la condition de normalisation de ¢ on trouve :
~ 1
J = 3.86
2sh % ( )

Comme (¢?) et (p?) on déja été obtenus par la méthode de la résolvante (éq. 3.75 et éq. 3.77)
alors ¢ est completement déterminée (a condition de savoir calculer les intégrales dans les
équations 3.75 et 3.77).

3.3.1 Interprétation physique — exemple

La “température effective” T est a priori différente de la température réelle T' & cause

du couplage entre la particule et I'environnement. De méme m differe de la masse de la

articule. En particulier, nous allons voir que nous pouvons avoir 7" > 0 méme lorsque
)
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F1G. 3.1 — Température effective T en fonction de la température réelle T, tracée pour
différentes valeurs du couplage particule-environnement 7).

la température réelle T est nulle. L’écriture de 6 comme un état de Gibbs suggere que 7T
traduit les effets thermiques “effectifs” (fluctuations, état de mélange statistique).

A titre d’exemple, considérons un environnement ohmique avec une fréquence de cou-
pure. Il est défini par la densité de masse suivante :

| 2n/mw? si w < Q

plw) = { 0 sinon (3.87)
La fréquence de coupure 2. est supposée grande devant la fréquence €2 de la particule Dans
ce cas, T et 1 peuvent étre obtenus explicitement en calculant les intégrales de 1’éq. 3.75 et
3.77, cf. [17, 24]. Nous avons tracé sur la fig. 3.1 la dépendance de la température effective
T(T) en fonction de la température réelle T pour différentes valeurs du couplage n entre la
particule et environnement. Lorsque 77 = 0 (absence d’environnement) 7= T'; au fur et
a mesure que le couplage augmente la température effective croit. L’effet est le plus visible
a T = 0 lorsque ’ensemble particule-environnement est dans son état fondamental. En ce
sens, on peu dire que méme a température nulle, la particule subit des effets thermiques
effectifs. Ces derniers sont d’autant plus importants que le couplage avec I’environnement
est fort. A température strictement nulle, un développement en n autour de zéro donne
I'ordre de grandeur de ces effets :

kT(0) ~ ZQ X m@im (3.88)
o = % In(Q./Q)

On remarque que l'effet est nul lorsque h = 0, c¢’est donc un effet purement quantique. De
méme, nous avons tracé sur la fig. 3.2 la masse effective m(7") en fonction de la température
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Fi1G. 3.2 — La masse effective m fonction de la température réelle T, tracée pour différentes
valeurs du couplage particule-environnement 7.

pour différentes valeurs du couplage particule-environnement 7. A température 7" = 0 un
développement en 7 donne :

m(0) ~m (14 ~/m) (3.89)

Enfin, nous avons supposé que la fréquence de coupure 2. de l'environnement était
grande devant €. Or les quantités qu’on a calculés ci-dessus dépendent de €2., voir méme
divergent lorsque €./ — 0o. Cependant ceci n’est pas “génant”, dans le chapitre 6 nous
verrons sur un exemple que {2, a un sens physique précis et reste fini.

3.3.2 Entropie partielle

L’entropie d'un systéeme dont 1’état est donnée par l'opérateur densité p est définie
comme suit :

S = —ktr(plnp) (3.90)

Intuitivement, pour un systeme classique, 'entropie traduit le manque d’information [32,
31] que I'état du systeme présente. Une entropie nulle correspond a un état qui détermine
completement le systeme et une entropie grande correspond a un état qui décrit “mal” ce
dernier. En mécanique quantique, I'entropie traduit le “degré de mélange statistique” de
I'état : un état pur (cohérent) correspond a une entropie nulle et un mélange statistique
(incohérent) correspond a une entropie strictement positive. En ce sens, 1’entropie est liée
a la cohérence quantique et on pourrait l'interpréter comme un manque d’information
sur “la phase”. Plus concretement, on peut se demander quelle est I’entropie de la particule
lorsqu’elle est couplée a un environnement. Pour cela, nous allons calculer I’entropie réduite
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FiGc. 3.3 — L’entropie S de la particule fonction de la température réelle T, tracée pour
différentes valeurs du couplage particule-environnement 7.

de la particule définie par :

S =—ktr(clno) (3.91)

ou ¢ est 'opérateur densité réduit de la particule considéré dans la section précédente,
éq. 3.81. Remarquons que la définition de I’entropie ne dépend pas d’un choix particulier;
contrairement & T et 7 elle s’exprime uniquement en fonction de 'opérateur densité de
la particule (et donc celui du systeme total). Comme il s’agit d’'un état de Gibbs pour
un oscillateur harmonique effectif, on peut relier* facilement I’entropie a ses parametres

effectifs :
§ = h—Q~ coth hQ~ —1In(2sh hQ~ (3.92)
k  2kT T 2kT

Sur la fig. 3.3 nous avons tracé I'entropie de la particule en fonction de la température réelle
pour différentes valeurs du couplage 1 avec I’environnement. On constate qu’a température
nulle la particule a une entropie résiduelle qui croit avec le couplage. Malgré ’apparence,
ceci ne contredit pas le troisiéme principe® de la thermodynamique, en effet en mécanique
statistique on néglige souvent le couplage entre le systeme étudié et 'environnement. Cette
approximation est bonne lorsque 'énergie typique liée au couplage est négligeable devant
I’énergie thermique, c’est a dire lorsque T' > T(O)

“en utilisant les relations courantes sur I’oscillateur harmonique

54 température nulle I’entropie d’équilibre de tout systeme est nulle.
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3.4 Conclusion

A Paide d’'une décomposition en modes normaux du systéme total (ensemble particule
et environnement), nous avons calculé 'opérateur densité réduit de la particule lorsque
I'opérateur densité de I’ensemble est un état de Gibbs a température T'. Les effets ther-
miques “effectifs” qu’induit 'environnement sur la particule persistent méme a température
nulle.

Dans le chapitre suivant nous allons transposer cette méme approche au probleme
dépendant du temps.

34



Chapitre 4

Décohérence dans 1’évolution en
temps

4.1 Introduction

Dans le chapitre précédent nous avons utilisé la méthode de la résolvante réduite pour
étudier I'état d’équilibre de ’ensemble particule et environnement. Dans cette partie, on
se propose d’étendre cette approche a I’étude de 1’évolution en temps de ce méme systeme.

Nous allons, donc, considérer 1'évolution du systeme complet (particule et environne-
ment) puis nous allons étudier I'opérateur densité réduit de la particule en tragant sur
les degrés de liberté de I'environnement. Nous allons voir que la méthode de la résolvante
réduite nous permet de faire cette étude hors-équilibre. Le calcul qui va suivre est inspiré
des réfs. [6, 8, 7).

4.1.1 Représentation de Heisenberg

Considérons toujours le méme modele, dont on rappelle I'hamiltonien :

mQ2 2 N ﬁQ uwz 9
i Ly B g 41
SO R O (@)

~9

S p

H=-"—+
2m

L’ensemble total (particule et environnement) est considéré comme un systeme isolé. Son
état p(t) obéit a I’équation de Schrodinger :



ou U () est I'opérateur évolution a l'instant ¢. La valeur moyenne de toute observable A
dépend aussi du temps et peut s’écrire :

A = uldpw)] (4.4)
= [AT@HO)T (1) (4.5)
= U () AT(1)p(0) (4.6)

Par commodité, nous pouvons transférer la dépendance en temps sur les observables en

osant :
! Aty = O (AD() avee  A(0) = A (@)

Alors les valeurs moyennes des observables s’obtiennent par :

A

(A) (t) = tr (A(£)p(0)) (4.8)

L’évolution des observables est donnée par une équation analogue a I’équation de Schro-
dinger :
LdA .

Dans cette représentation (représentation de Heisenberg) 1’état du systéme ne dépend pas
du temps p = p(0), contrairement aux observables. Dans suite nous allons toujours nous
placer dans cette représentation. Toutes les observables dépendent du temps.

4.1.2 Evolution dans le temps

L’équation du mouvement du systeme particule plus environnement s’obtient en appli-
quant ’éq. 4.9. On obtient le systeme suivant :

dg p dp o L,
4 _ p L0 S piw?(p; — 4.1
dt m dt Mg i—1 i (<p q> ( O)
dg; 7 d; o .

_ = (B — 4.11

Il est tres analogue aux systeme d’équations classiques, cf. éq. 1.26. Utilisons les notations
vectorielles du chapitre précédent (éq. 3.20, page 24). Alors on obtient une forme compacte
des équations du mouvement :

d
1) = |P) (112)
d
LIP) = —A%Q) (113)
Qu’on peut réécrire en éliminant | P) et on obtient un équation du second ordre en temps :
d? 9
EQ T A%Q) =0 (4.14)
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Cette équation (linéaire) suggere de considérer les techniques de “réponse linéaire” pour la
résoudre. Prenons la transformée de Laplace (par rapport au temps) de |Q)(¢) :

E)e) = [ Qe at (4.15)
Elle est définie pour Re (z) > 0. L’équation du mouvement s’écrit :
2|2) + A%Z) = 2|Qo) + | Ry) (4.16)

ou |Qo) et |Py) désignent les conditions initiales pour ¢ = 0, il s’agit des vecteurs-colonnes
des opérateurs position et impulsion au sens de Schrodinger. 11 s’agit d'une équation algé-
brique dont la solution s’écrit :

1
=) = m{ﬂ@o) + |P0)} (4.17)
On pose : ,

On reconnait la résolvante de A, qu’on avait introduite dans I’étude de I'état d’équilibre
(chapitre 3, éq. 3.42, page 25). Pour revenir en représentation temps, on utilise la transfor-
mée de Laplace inverse, notons K (t) l'original de R(z). Ainsi :

Q) = 5 [ E))etdz (1.19)

L’intégration porte sur n’importe quel axe A parallele a ’axe imaginaire, tel que tous les
poles de R(z) soient “laissés & gauche”. Comme A% n’a que des valeurs propres réelles,
A doit traverser 'axe réel dans la partie positive. Mais il est souvent plus simple d’es-
sayer d’identifier une transformée de Laplace connue plutot que de calculer explicitement
I'intégrale ci-dessus. On trouve :

K(t) = 217” /A R(z)e dz = A~ sin At (4.20)
La solution de 1’éq. 4.14 est donc :
Q)(t) = /0 K (=) [8'(7)|Qo) + 6(7)| )] dr (4.21)

4.2 Résolvante réduite

4.2.1 Définition, notations

Intéressons-nous a I’évolution en temps des observables de la particule comme §(t) et
p(t). Obtenir I’évolution de l'opérateur ¢(t) (et donc de sa dérivée p = mdq/dt) va nous
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permettre de calculer la valeur moyenne de n’importe quelle autre observable réduite. Pour
obtenir la trajectoire ¢(t) multiplions a gauche ’éq. 4.19 par (0|, on trouve :

Vi) = 5 [ 0E)) ¢ dz (4.22)

- omi

Le calcul se fait en deux étapes : expliciter (0|=)(z) puis trouver sa transformée de
Laplace inverse. D’apres éq. 4.17 :

(012) = (0|R[0){=q(0)v/m + p(0)/v/m} (4.23)
+ Y (ORI {2:(0)y/1i + m:(0)/ /1 | (4.24)

i>1

Nous avons besoin des expressions (0| R|0) et (0| R|i), déja obtenues dans le chapitre 3. On
rappelle les éq. 3.53 et éq. 3.55 :

1
(ORI = - (4.25)
e
2
Mk Wi
EIRI0) = /— 0|R|0 4.26
(IRI0) = /T 01AD) (4.26)

On rappelle que 7(z) définie comme 7(2) = (0| R(2)|0) est la résolvante réduite de la matrice
A. Elle n’est définie que pour Re (z) > 0 et elle est analytique. Avant de faire le calcul de
la trajectoire (t), nous allons nous arréter sur le comportement de r(z).

4.2.2 Exemple (cas ohmique)

Considérons la limite continue du modele selon la méme procédure que dans le cha-
pitre 3. Dans ce cas les oscillateurs de I’environnement forment un continuum ; on peut les
indexer par leur pulsation w ; leur distribution de masse est donnée par la fonction p(w) telle
que pu(w)dw soit la masse des oscillateurs de pulsation comprise entre w et w + dw. L’en-
vironnement ohmique qu’on considere a titre d’exemple, est caractérisé par une constante
de friction 7. La distribution de masse (qui décrit totalement ’environnement) a la forme
particuliere suivante :

2n
= 4.27
pw) = 22 (4.27)
Dans ce cas, pour Re(z) >0 on a:
22 w;u /TZ 2 s dw= 1 (4.28)
o147t Wi ™ Jo 2+ w m

Finalement : |

r(z) = (4.29)



Im (z) Im (z)

N poles de r(z) “e coupure
v f
Re (2) | Re (2)

F1G. 4.1 — poles de la résolvante réduite r(z) dans le cas ou 'environnement est discret (a
gauche) et dans le cas ou I'environnement est continu (a droite).

C’est bien une fonction analytique pour Re (z) > 0, mais on peut dire mieux; les poles de
r(z) sont aux points :

n n?
=1 gyl 4.
ay v 1 e (4.30)

ce qui montre que dans cet exemple particulier, on peut prolonger analytiquement r(z)
sur le domaine Re (z) > —n/2m. Ce domaine comprend l'axe imaginaire qui dans le cas
discret contenait tous les poles de r(z).

4.2.3 Prolongement analytique de la résolvante réduite

Lorsque les oscillateurs de ’environnement forment un ensemble discret, les poles de
r(2) sont tous sur 'axe imaginaire. En effet, si r(z) a un pole, alors c’est forcément un pole
de R(z). Or, d’apres les éq. 4.18 et 3.26, R(z) a 2N poles tous de la forme +iv;. Il n’en
est plus ainsi, lorsqu’on passe a la limite continue. Dans ce cas, 'inverse de la résolvante
réduite s’écrit :

2

rl(z) = 2+ Q%+ %2 /OOO MO 1y Re(z) > 0 (4.31)

224+ w2
Nous allons suivre une approche analogue a celle dans le livre de P. Exner [9]. Plagons nous
pres de ’axe imaginaire en posant z = tu &£ - puis en prenant la limite v — 0. Utilisons la
formule : ,
1 1 i

li =Vp——— F — —w) — 4.32
50 (tu £ )% + w? P W * 9 [(5(u w) = olu+ w)} (4:32)

On trouve :
riu£0) = —u? + Q* — A+ iul (4.33)
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ol on a posé :

Alu) = P/OOO#:LQ#( Jw? dw
M) = T

Telle que définie, r(z) présente une discontinuité sur ’axe imaginaire (elle fait un saut de
2iul’), mais ce n’est pas un probleme puisqu’on ne l'avait définie que pour Re (z) > 0,
voir fig. 4.1. Cependant, lorsque uI'(u) > 0, on peut prolonger analytiquement sur 'axe
imaginaire en posant :

ri(z) = mJo 2t W (4.34)
2402~ ) dwsi Re(z) <0

mJo 22+ w?

Ce prolongement sera tres utile pour la suite.

4.2.4 Poles de la résolvante réduite

On sait que pour Re(z) > 0, r(z) n’a pas de poles, il reste comme possibilité I'axe
imaginaire et le domaine Re (z) < 0. Une fois prolongée analytiquement, r(z) peut étre
écrite sur ’axe imaginaire :

r(iu) = —u? + Q% — A+ iul’ (4.35)

Une condition suffisante pour que r(z) n’y ait pas de poles est que w?u(w) soit strictement
positive. En effet, dans ce cas iul" est non-nul pour u # 0, mais lorsque u = 0 la partie
réelle de r=! vaut 2. Par exemple, c’est le cas pour '’environnement ohmique, ci-dessus.
Remarquons enfin que si z est un pole alors z 'est aussi.

4.3 Application a la trajectoire ¢(¢)

En injectant les éq. 4.25 et 4.26 dans 1'éq. 4.23 puis 'éq. 4.23 dans 1’éq. 4.22 on ob-
tient l'expression de la trajectoire ¢(t) comme la transformée de Laplace inverse d’une
expression :

q(t) = L/ r(z ){ +—+ZMZ 2/m< A(O)_i_ﬁz(o))] et ds (4.36)

2mi z>1 g

transformée de Laplace de ¢(?)
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Appelons k(t) l'original (transformée de Laplace inverse) de r(z). Utilisons les formules
suivantes au sens des distributions pour trouver ¢(t).

10 — £l
frog= [ ft-mg(r)dr — Llfl clg
) — zclfl:)

sinwt — d
22 + w2
coswt — e j 2
On trouve :
p(0 1 m(0) .
G(t) = q(0)K'(t) + Mk(t) + —kx> (@,(O) cosw;t + %i(0) sin wit> [hiw? (4.37)
m m i>1 Hiw;

Cette expression est valable en mécanique classique comme en mécanique quantique. En
effet, on n’a fait que des opérations linéaires en ¢, p, ¢; et 7;. Dans le cas quantique, ¢(0),
p(0), ©;(0) et m;(0) désignent les opérateurs canoniques en représentation de Schrodinger
et q(t), p(t), pi(t) et m;(t) désignent leurs représentations de Heisenberg a l'instant ¢. En
mécanique classique, q(t), p(t), p;(t), mi(t) désignent la trajectoire de la particule et des
oscillateurs de 'environnement. Par la méme méthode on peut trouver p(t), mais il est plus
simple d’utiliser le fait que p = mdq/dt. On trouve :

p(t) = p(0)K'(t) + mg(0)k" (t) + k * Y <7ATZ(O) cos wit — $;(0)w sin wﬂf) piw? (4.38)

i>1 (

4.3.1 Exemple (cas ohmique)

En pratique il ne reste plus qu’a déterminer la fonction k(t). Dans le cas ohmique on
peut le faire en inversant directement ’expression de r(z), éq. 4.29, on trouve :

o sin 1 /Q2 — Tt
Kt = v Im? (4.39)

2

?—
ou Y (t) est définie par :
0 sit <0
Yi{t) = { 1 sit>0 (4.40)

4.3.2 Allure de k(t) dans la limite continue

Plagons nous dans la limite continue du modele et supposons que 7(z) n’ait pas de poles
ar exemple si w?u(w) > 0). Dans ce cas on peut trouver un réel positif v tel que dans
p p % p p Y q
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le domaine Re (z) > —v, la résolvante r(z) n’ait pas de poles. Par ailleurs écrivons k()
comme la transformée de Laplace inverse de r(z) :

1
ktz—/rze“dz 4.41
() =5 (=) (441)
ou A est n’'importe quelle droite parallele a I'axe imaginaire tel que tous les poles de r(z)
soient a gauche de A. On peut donc prendre A tel qu’il coupe 'axe réel en —v, c’est a dire
z de la forme z = iu — «. Dans ce cas I'expression de k(t) s’écrit comme la transformée de
Fourier inverse suivante :

1 o0 .
o /_OO r(iu —y)e™ du x e (4.42)

k(t) =
Or, en tant que fonction de u, r(iu — 7) est indéfiniment dérivable, donc sa transformée
de Fourier inverse décroit exponentiellement lorsque ¢ — +o00. Donc k() décroit plus vite
que e . Le cas ohmique ci-dessus l'illustre bien : v = n/m
De maniere plus générale lorsque w?p(w) > 0 les poles de r(z) sont de partie réelle
strictement négative, alors, la décroissance de k(t) est exponentielle. Dans le cas contraire,
il peut arriver que r(z) ait un pole imaginaire, alors il n’existe pas de réel v, la décroissance
(si décroissance) ne peut pas étre exponentielle.

4.4 Application a (¢°) (t), (p°) (t) et (gp + pq) ()
4.4.1 Hypotheses — état initial

On va s’intéresser typiquement au probleme suivant : pour ¢ < 0 la particule et ’en-
vironnement ne sont pas couplés et évoluent indépendemment. L’hamiltonien du systeme

est alors :
2

mQ2 Wy
Heo= 2 07 45 {0 4 1 ] (4.43

A Dinstant ¢t = 0~ I'état de 'ensemble est le produit de I’état de la particule par 1'état
de I'environnement (ils sont statistiquement indépendants). Ensuite, a I'instant ¢t = 0 on
branche le couplage, alors ’hamiltonien du probleme devient celui donné par 1’éq. 4.1. On
laisse évoluer le systeme et on se demande quel est son état a un instant ¢ > 0, surtout
a la limite ¢ — oo. On s’intéresse plus particulierement a ’état de la particule, obtenu en
prenant la trace sur I'environnement de 1’état du systeme total.

Etat de ’environnement

On suppose qu’a l'instant ¢ = 0~ I'environnement est dans un état tel que pour chaque
oscillateur de l'environnement, ’énergie soit équirépartie dans la position et I'impulsion
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(par exemple, c’est le cas d'un état de Gibbs). Formellement, pour le i-eme oscillateur, cela
se traduit par :

N
|

Ou ¢; est I'énergie moyenne du i-eme oscillateur. La facon dont €; dépend de w; détermine
le probleme physique qu’on étudie ; par exemple :

‘ expression de ¢; ‘ sens physique de I’état ‘
] état de Gibbs a température 1/ pour le pro-
€ = — bleme classique
B
état fondamental de l’environnement pour le
€ = h;)i probleme quantique
état de Gibbs a température 1/ pour le pro-
e, Bhw; bleme quantique
€ = coth
2 2
1 état ou chaque oscillateur de I’environnement
€ = — est dans un état de Gibbs, mais ou tous les
Gi oscillateurs ne sont pas a la méme tempéra-
ture.

Comme l'environnement est composé d’un ensemble d’oscillateurs indépendants, on va
supposer leurs état statistiquement indépendants :

€;

<<Pi<Pj> = W X 5ij
<7TZ‘7T]‘> = i€ X 5@'
<90z'7fj> =0

Etat de la particule

On suppose que I'état initial de la particule (a l'instant ¢t = 07) est quelconque. Dans
la suite on va s’intéresser qu’aux premiers moments de la position et de I'impulsion de
la particule, on va donc juste supposer (¢%), (p?) et (pq+ gp) donnés. De plus comme
pour ¢t < 0 I’évolution de la particule et de l’environnement sont indépendantes, on va
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aussi supposer que leurs états sont statistiquement indépendants a l'instant ¢t = 0, ce qui
implique que :
(api) = (ppi) = (qm;) = (pm;) =0 (4.44)
4.4.2 Calcul de (¢*) (¢)
Partons de 1'éq. 4.37 :

<q2> (t) = < {qk'(t) + %k(t) + :L >y (gpi cosw;t + /;Ti sinwﬁ) ,uiw?]

i>1 Wi

P k .
x k' (t) + =k(t) + — : it J | psw?
[q ()+m ()+m*j§1<%008% +ujwj Smwg>lh%]>

Utilisons toutes les relations de la section précédente pour annuler tous les termes qui
font intervenir des paires d’observables qui ne sont pas des conjuguées canoniques. Ensuite
annulons tous les termes de la forme (p;7;). Il reste :

(@)(1) = K20 () + - ROR() ap +pa) + 510 ()
1 0

2
+m > l(k’ % cosw;t)? <g012> + (k * sinw;t)” <QZ é] piwl

i>1 HiW;

Dans (¢?) (t), on peut distinguer deux termes : celui qui fait intervenir les observables de la
particule (notons le (¢?), . ) et celui qui fait intervenir les observables de I'environnement
(notons le (¢%),.. ). A condition de connaitre k(t) le terme propre a la particule est facile
a calculer. Intéressons-nous au terme propre a U'environnement. Remplagons y (p?) et (72)
par leur valeurs :

1
<q2>env = — > {(k x coswit)? + (k * sinwﬂf)ﬂ €3 i
' i>1
Ly wQ/t/tk(t Velt — ')
= €i ity -7 -7
m? 51 a 0 Jo

X [cos w;(T) cosw; (') + sinw;(7) sinw; (7)] dr d7’

Finalement on obtient I’expression importante :
<q2> (t) = <q-2 > + = > eipiw; /t /t k(T)k(T") cosw; (T — 7') dr d7’
intr. m2 = [ ag} o Jo 7
De méme, on peut obtenir (p?) et (gp + pq). En résumé on a :
1 1
2 o2/ 2\ L L9/ 9
(@) @®) = K2 (&) + kK (ap+pa) + —k* (") (4.45)
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Z € 11w / / Jeosw;(T —7')drdr’  (4.46)

(P) () = mPH (q2) + mbk (qp -+ pa) + K2 () (4.47)
+ Z € JLiw / / )cosw;(T — 7') dr d7’ (4.48)
(ap+pa) (1) = 26K (¢*) + (K + k") (gp + pa) %k/ (r") (4.49)

Enfin, on remarque que {gp + pg?) (t) ne dépend pas du choix de ¢;. C’est parce que 'état
initial de I'’environnement est assez particulier.

4.4.3 Limite continue

Comme on I'a vu, dans la limite continue, lorsque w?u(w) > 0 la décroissance de k(t)
est exponentielle. Dans ce cas, les termes de (¢%) qui sont propres a la particule décroissent
tres vite. Autrement dit la particule “oublie” tres vite son état initial ; son état pour les
temps longs est donc entierement déterminé par I’état initial de ’environnement.

D’autre part le terme propre a ’environnement converge exponentiellement vite vers la
valeur limite suivante, ce qui donne finalement :

1 0

lim (¢*) (t) = —;

t—00 m?2 Jo

e(w)p(w)w? F(w) dw (4.50)
ol on a posé :

/ / )eosw(rT — 7')drdr’ (4.51)

4.4.4 Limite t — o0
Calculons F'(w) ; pour cela écrivons la fonction cosinus comme somme d’exponentielles :
1 roo foo ) o
Fw) = 5 7[Rk [eme +emomer] dr ar
2Jo Jo
]_ co . oo . ’ 1 oo i o0 . ,
= _/ k(T)e™” dT/ k(e ™™ dr’ + —/ k(T)e ™" dT/ k(e ™ dr’
2 Jo 0 2 Jo 0
1
= S lr()r(—iw) + r(—iw)r(iw)]

En utilisant 1'éq. 4.35 on arrive a :

1
F = 4.52
(w) (—w? + Q2 — A)2 4 w2[? ( )
Ce qui finalement nous conduit & I’expression limite pour (¢?) :
1 oo 1
: 2 _ 2
tliglo <q >(t) il Corir_AY +w2r2e(w)u(w)w dw (4.53)
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Cette expression est identique a la valeur de (¢?) & I'équilibre (éq. 3.75) discutée dans le
chapitre précédent. On peut faire le méme raisonnement pour calculer (p?), on trouve :
2

1
lim d

9 _ 1 o0
fim () (8) = m2/0 (—w?+ Q2 — A)2 +w2T2"

(w)p(w)w? dw (4.54)

Enfin, remarquons que comme {(gp + pq) (t) est proportionnel a k(t) et ses dérivées, on a :
lim {(gp+ pq) (t) =0 (4.55)

Remarquons que contrairement a [6], dans cette section nous ne faisons pas d’hypothese
de “couplage faible” entre la particule et environnement. Nous avons uniquement supposé
que les poles du prolongement analytique de la résolvante réduite ont une partie réelle
strictement négative.

4.4.5 Exemple (environnement ohmique)

Considérons I’environnement ohmique classique. Dans ce cas on a :

2n 1
p(w) = g et e(w) = 3 (4.56)
Alors on trouve :
2n o0 1
lim (¢*) (t) = d 4.
P <q >( ) mBm2 Jo  (—w? + Q2)2 + w2n?/m? w (4.57)
1
= — 4.
T (4.58)
(4.59)

Pour le méme environnement, mais dans sa version quantique et il faut prendre comme
parametres :

2n hw Bhw

w(w) o et e(w) 5 cot 5 (4.60)
Alors on trouve :
_ 2 [ n/m hw Bhw
1 () = — — coth——d 4.61
o <q >( ) mmJo (—w?+02)2+w?n?/m? 2 oMy (461)
Résultat identique a celui obtenu dans le chapitre précédent a 1’équilibre.
4.5 Evolution de I’état de la particule
4.5.1 Opérateur de Weyl
L’opérateur de Weyl de la particule est défini comme suit :
U,, = et (4.62)

46



ol x et y sont réels. Sa valeur moyenne est donc une fonction de x et de y :
(Uny) = tr(e™ i) (4.63)

elle décrit completement ’état de la particule (de méme que la matrice densité) dans la
mesure ol on peut en extraire tous les moments de ¢ ou de p donc de n’importe quelle
observable en dérivant (U,,). Par exemple :

10 <U[L’y>z:

w5y (D). = ) (4.64)

Comme on connait ¢(t) et p(t) (éq. 4.37 et 4.38), on peut calculer (Uy,) (¢). Intéressons—
nous a la limite o ¢ — oo. Dans ce cas ¢(t) et p(t) ne dépendent ni de §(0) ni de p(0)
(puisque k(t) tend exponentiellement vers zéro avec t). Dans ce cas opérateur U,, ne
dépend que des ¢;(0) et des 7;(0), donc on peut I'écrire comme U,, = I @ W,, ot I est
Iidentité de ’espace de Hilbert de la particule et ny n’agit que dans ’espace de Hilbert
de I'environnement. Alors la moyenne s’écrit :

(Upy) = tr(f@ nyﬁ) (4.65)
- (;CnI;'<me pggt p)
= tr(Wyy) (4.67)

ol W = trpat p est I'opérateur densité de I'environnement a l'instant ¢ = 0. En ce sens,
I’état de la particule lorsque ¢ — oo ne dépend que de I’état initial de I’environnement.

4.5.2 Evolution de Popérateur densité réduit

L’opérateur densité réduit o(t) de la particule est défini comme suit :

o(t) = tr (p(t)) (4.68)

env

ou p(t) est 'opérateur densité du systeme complet particule et environnement. Son évolu-
tion a été étudiée dans [26] par des techniques d’intégrales de chemin de Feynman [13, 14].
Intéressons—nous au cas particulier ou 1’état initial est le produit de deux états de Gibbs a
température kT, c’est a dire :

e—Hth/kT e—Hem,/kT

6(0) = 4.69
p( ) Zpart ® Zenv ( )

Comme I’hamiltonien du probléeme est quadratique, &(t) est gaussien et on peut le mettre
sous la forme : .
1 ~D A~ An AN
(1) = _eg(aq +bp2+e(Gp+pa) ) 4.70
()= (4.70)
Cet état est déterminé par la donnée de (¢?), (p?) et (qp + pq). A la limite ot t — 00, NOUS

avons vu que ces quantités tendent vers leur valeur a 1’équilibre éq. 4.53 et 4.54 identiques

47



a celles du chapitre 3. Il s’en suit qu’a la limite ¢ — oo, 6(t) tend vers I'état d’équilibre 64
étudié dans le chapitre 3 (nous ajoutons l'indice 3 pour le distinguer de I’état dépendant
du temps). Mais d’apres la section précédente, I’état final de la particule ne dépend que de
I’état initial de I’environnement, on en déduit que quelque soit 1’état initial de la particule :

thm a(t) =0g (4.71)
ou o3 est I'opérateur densité réduit a I'équilibre étudié¢ dans le chapitre 3. Rappelons que
lors de I’étude de I'état d’équilibre, 'opérateur densité de I’ensemble était un état de Gibbs :

1 N
ps = Ze—H/kT (4.72)

c’est un état stationnaire. Nous avions calculé 63 = tren, pg. Dans le présent chapitre la
situation est toute autre : lors du calcul de (¢?), (p?) et (gp + pq) nous avons fait ’hypothese
qu’a U'instant ¢t = 0 I’état du systeme total p(0) est tel que :

1

W(0) 2 tr p(0) = —e MM (4.73)
par env
6(0)= tr p(0) est quelconque (4.74)

env

Nous voyons que &(t) converge vers ¢, sans pour autant que p(t) converge vers un état
particulier. En effet 1’ensemble total (particule et environnement) est un systéme fermé,
et son évolution est donc unitaire. Comme 1’état initial n’est pas stationnaire, le systeme
total n’atteint jamais d’équilibre.

4.5.3 Evolution de Pentropie de la particule

Reprenons le cas particulier ou ’état initial de ’ensemble particule et environnement
est donné par 1’éq. 4.69. Reprenons 1'éq. 4.70 et notons :

A=+Vab—c? (4.75)
En utilisant des formules courantes sur 'oscillateur harmonique on obtient :

hb A

2\ _ ™ oA
<q > = o coth 5 (4.76)
ha hA
2y = —coth— 4.
<p > ) cot 5 (4.77)
he hA
(ap +pg) = =5y coth = (4.78)

En inversant les relations ci-dessus, on pourrait trouver a, b et ¢. Mais nous allons plutot
caractériser (t) en calculant I’entropie (partielle) de la particule, définie comme suit :

S=—ktr(6lna) (4.79)
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Fi1G. 4.2 — Température effective T(t) en fonction du temps pour un environnement ohmique
caractérisé par n = 0.2mf). Les températures initiales de ’environnement et de la particule
sont nulles.

En utilisant les expressions ci-dessus, on trouve :

S hA A\ 2 h? /4
— =——In2sh— ou \= = Argth 4.80
ko2 2 h J (¢®) (P?*) — {ap + pq) (480
On peut interpréter la quantité :
- Q
KT ()= N (4.81)

comme une sorte de température effective instantanée, tres analogue a celle définie dans le
chapitre précédent. Lorsque ¢ tend vers Uinfini, (gp + pq) tend vers zéro et kT(t) rejoint la
valeur de la température effective considérée dans le chapitre précédent. La fig. 4.2 montre
I’évolution en fonction du temps de la température effective dans le cas ou I’état initial est
le produit des états fondamentaux |0)pare €t |0)eny de la particule et de 'environnement :

p(0) = 10)(Ofpare ® [0)(Ofeny (4.82)

dans I’application numérique nous avons pris un environnement ohmique caractérisé par la
constante de friction n = m£/5 et une fréquence de coupure ). = 5. La courbe part de
T = 0 et croit rapidement, le temps caractéristique de croissance est de I'ordre du temps
de mémoire de 'environnement, ici 1/€.. Cette évolution abrupte est due au branchement
brusque du couplage entre particule et environnement ; il a pour effet d’injecter de 1’énergie
dans la particule (et de la “réchauffer”). Ensuite, le systeme se thermalise et k7" tend vers
sa valeur limite ; le temps caractéristique de convergence est de I'ordre de m /7. L’entropie
de I'état (t), représenté sur la fig. 4.3 a une allure similaire.
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F1G. 4.3 — Entropie S(¢) en fonction du temps pour un environnement ohmique caractérisé
par n = 0.2mf). Les températures initiales de ’environnement et de la particule sont nulles.

4.6 Conclusion

Nous avons vu que I'état de la particule 6(¢) tend au cours du temps vers l'opérateur
densité réduit a I'équilibre, le méme que celui étudié dans le chapitre 3; ceci malgré le
fait que le systéme total (ensemble particule et environnement) ne soit pas dans un état
stationnaire. A travers ce chapitre nous avons aussi illustré I'utilité de la méthode de la
résolvante réduite. En effet, elle nous a permis de traiter le probleme hors-équilibre presque
a I'identique du probleme a 1’équilibre.
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Chapitre 5

Application a I’électricité

5.1 Introduction

Plus loin dans ce travail, nous allons avoir a étudier des circuits électriques. Dans cette
perspective, dans le présent chapitre nous allons voir comment appliquer la méthode des
sections précédentes aux circuits. Nous allons voir que leur dynamique est tres analogue a
celle d'un systeme mécanique. Nous allons nous baser sur I'exposé de M. Devoret [4] et sur
le travail original de B. Yurke, J. Denker [5]. Dans un premier temps nous allons rappeler
comment décrire les circuits par une approche hamiltonienne et lagrangienne. Alors le
passage au quantique se fera naturellement. Ensuite nous allons voir qu’une résistance
dans un circuit constitue un environnement au sens des chapitres précédents.

5.2 Coordonnées — variables flux

Comme pour tout systeme électrique, pour résoudre un probleme électrocinétique, nous
devons trouver I'équation du mouvement de toutes les charges et du champ électromagné-
tique dans tout l'espace. Généralement, il est difficile de procéder ainsi; cependant, pour
un circuit électrique “usuel” (composé de fils, condensateurs, selfs, ...), on verra que le
probleme se simplifie. Pour I'instant, mettons de coté les fils reliant les composants du cir-
cuit ; considérons ce dernier juste comme un ensemble de composants. On suppose que ces
derniers sont suffisamment espacés pour que leur influence électromagnétique mutuelle soit
négligeable (ces approximations sont détaillées plus loin). Dans ce cas leurs dynamiques
sont indépendantes. Alors, le lagrangien du circuit s’écrit comme la somme des lagrangiens
des composants.

Par ailleurs, les degrés de liberté de tout systeme électromagnétique sont données par
les potentiels vecteur A et scalaire V du champ électromagnétique dans tout I’espace. Il en
est ainsi, du moment ou on néglige I'inertie des charges, ce qu'on fait ici. Dans ce cas, le
Lagrangien du circuit ne dépend que de AV, 0A /Ot, OV /Ot. Cependant, pour les dipoles
simples que nous allons considérer (capacités, selfs, .. .), nous allons voir, que le Lagrangien
de chaque composant peut s’exprimer en fonctions de la variable flux ¢ et de sa dérivée ¢,
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définie comme suit : N .
@MN(t)d:ef/M i df+/ Var — Vi dt (5.1)
0

ou M et N sont les deux extrémités du dipole, et V), et Viy le potentiel scalaire en M et N.
L’intégrale curviligne est a prendre sur le chemin que parcourent les charges a l'intérieur
du dipole. Montrons que les lagrangiens d'un condensateur et d’une self peuvent s’écrire a
I’aide de variables flux.

5.2.1 Lagrangien d’un condensateur

Comme pour tout systeme électrique, le lagrangien du condensateur est donnée par
celui du champ électrique a l'intérieur du composant :

1
L= —(E? - #B*)dr (5.2)
volume 260
ou E et B sont respectivement le champ électrique et le champ magnétique. L’intégrale
porte sur le volume du composant ot le champ électromagnétique est localisé. Par ailleurs,
dans la jauge de Coulomb, I'énergie électrostatique d’un condensateur de capacité C' est
donnée par :
E? C
—dr = —(Viy — Vy)? 5.3
/volume 260 2 ( M N) ( )
ou Vs et Vi sont les valeurs du potentiel aux deux bornes du condensateur. Comme le
potentiel vecteur A est nul dans le condensateur (dans la jauge de Coulomb) d’apres ’éq. 5.1
Vi — Vv = ¢, d’ott on déduit 'expression du lagrangien :

oy

; (5.4)

L((p, 90) =

Notons que dans cette description on néglige les fuites de champ électrique entre les arma-
tures et les phénomenes de rayonnement lorsqu’une tension de haute fréquence est appliquée
au condensateur.

5.2.2 Lagrangien d’une bobine

On peut faire un raisonnement analogue a celui pour le condensateur en se rappelant
que I'énergie magnétostatique d’une bobine de self-inductance L est donnée par :

2 B> o2
dr = — 9.9
~/Volume 260 T 2L ( )

ou @ est le flux du champ magnétique a travers la bobine :

d = A-dl (5.6)

spires
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ou lintégrale curviligne est a prendre sur toutes les spires de la bobine (le chemin que
parcourent les charges). Comme le potentiel V' est nul dans la bobine (jauge de Coulomb),
d’apres I’éq. 5.1 on identifie le flux ® avec la variable flux ¢ aux bornes du dipole. On en
déduit le lagrangien de la bobine en fonction de ¢ :

2

(5.7)

5.2.3 Role des fils

Jusqu’ici on avait mis “de coté” les fils qui connectent les composants entre eux; for-
malisons leur role. Dans ce chapitre, on va supposer qu’il s’agit de conducteurs parfaits
vérifiant les hypotheses suivantes :

1. Les fils sont fins et éloignés entre eux pour éviter toute influence capacitive entre
eux. Si dans un circuit il y a quand méme une telle influence entre deux fils, on peut
formellement la représenter par un condensateur supplémentaire.

2. Les fils n’ont pas d’inductance, c-a-d ils ne forment pas de grandes boucles dans le
circuit. Si tel était le cas pour un fil, alors dans la description du circuit, on peut
formellement ajouter une bobine supplémentaire en série avec ce dernier.

3. Les fils sont courts devant la longueur d’onde A = ¢/w de la lumiere dans le circuit,
ol w est la fréquence typique a laquelle opere le circuit. Si cette condition n’est pas
vérifiée, le fil va se comporter en antenne.

Avec ces hypotheses, on peut dire que A=01le long d’'un fil et que la différence de potentiel
V est nulle a ses bornes. On en déduit, d’apres I’éq 5.1 qu’entre les extrémités de tout fil
la variable flux est ¢ = 0. Les fils n’ont donc pas de dynamique propre et ne sont donc
pas visibles dans le lagrangien du circuit. Son lagrangien (fils compris) est la somme des
lagrangiens des composants qui le constituent. Les fils vont intervenir dans le probleme en
tant que contrainte qui relie les degrés de liberté des composants. Dans ce cas (comme en
mécanique lagrangienne), on peut adopter deux approches équivalentes pour résoudre un
probleme :

1. introduire un multiplicateur de Lagrange pour chaque contrainte (équivalent de la
force de contact en mécanique). Cette méthode a I’avantage d’étre systématique ; elle
permet d’écrire 1’équation du mouvement de tout circuit aussi complexe qu’il soit,
“sans réfléchir”, de maniere algorithmique.

2. on peut aussi éliminer les contraintes en trouvant les variables—flux ; indépendantes ;
I’avantage de cette méthode est d’étre plus intuitive et de permettre de mieux com-
prendre et sentir la dynamique du circuit. Elle est plus facile a mettre en ceuvre si le
circuit est suffisamment simple. C’est celle qu’on va adopter dans la suite.

Finalement, pour étudier un circuit, il nous faut juste trouver les variables flux indé-
pendantes et écrire le lagrangien en fonction d’elles. Ensuite la difficulté sera de trouver la
solution de I'équation du mouvement.
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Fi1G. 5.1 — Circuit LC en terme de variables flux.
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F1G. 5.2 — Deux circuits LC' couplés.

5.2.4 Recherche des variables indépendantes

Considérons I'exemple d’un circuit LC, fig. 5.1. Il contient deux composants et a donc
deux degrés de liberté : le flux ¢ au bornes de la bobine et celui aux bornes du condensateur
pc. Mais a cause de la contrainte qu’imposent les fils on a ¢ = . Alors on peut poser
© = 1, = pc et écrire le lagrangien en termes de la seule variable indépendante :

Cy* ¢
Lip,p)= — — — 5.8
(0 4) = "o - (53)
Plus généralement, pour trouver les variables flux indépendantes décrivant le circuit,
on procede comme suit : on choisit arbitrairement un noeud du circuit (qu’on appelle la
“masse”) et on écrit les variables flux ¢; en tous les autres noeuds relativement a la masse.
Le lagrangien du circuit s’écrit comme la somme des lagrangiens L, de tous les composants,

exprimés en fonction des variable flux ¢; en tous les noeuds :

L<3017"'7S0N7¢17"'7¢N): Z Lj(@l,-.~,¢N7Qb1,---,§bN) (59)

J€E€composants

Exemple

Considérons le double circuit LC', fig. 5.2. Il comporte 4 dipoles et a donc 4 degrés de
liberté. Mais a cause des fils, on voit que les flux aux bornes de tous les composants peuvent
étre exprimés comme fonctions seulement des flux aux bornes des condensateurs : ¢ et .
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Le lagrangien du circuit s’écrit :

. CPr e P21
L(®,¢,®,¢) = ——+ == — 57 — 5 — @)? (5.10)

5.3 Hamiltonien d’un circuit

On aimerait, notamment en vue de quantifier la dynamique du circuit, avoir une des-
cription hamiltonienne de ce dernier. Pour ce faire, par une transformation de Legendre
du lagrangien on obtient 'hamiltonien ainsi que les moments conjugués des variables flux.
Soit un circuit décrit par les variables @1, ..., oy de lagrangien L. On définit les moments
canoniquement conjugués des ; par :

aet OL

i = A

o

La variable ¢; ayant la dimension d’un flux, son moment conjugué a la dimension d'une

charge (de sorte que le produit ¢; X ¢; ait bien la dimension d’une action). L’hamiltonien
du circuit est défini comme suit :

(5.11)

N
H((p:[?"‘7<)0N7Q17"‘7qN)(ngi¢)i_L (512)
i=1
Par exemple, pour le circuit de la fig. 5.2, on trouve :
Q = Cd (5.13)
q = cp (5.14)
2 P2 2
H = Q———+q———(g0—¢>)2 (5.15)

2C 2L 2c¢ 2

Le sens physique de @ et g devient clair en se rappelant que (d’apres éq. 5.1) P et © sont
les tentions aux bornes des condensateurs de capacités C' et ¢, Q et ¢ donnent donc leurs
charges. On en déduit que leurs dérivés I = Q et i = ¢ sont les intensités de courants a
travers les capacités.

5.3.1 Variables tension—courant

Traditionnellement, en électronique on ne travaille pas avec les variables charge—flux,
on préfere utiliser les tensions aux bornes des dipoles et et les intensités qui les traversent.
En effet ce sont les quantités qu’on arrive a mesurer. La tension U,y aux bornes M et N
d’un dipole est donnée par :

N — —
Unin :/ E-di (5.16)
M

En se rappelant que le champ électrique vaut E=-0A / dt—VV et en utilisant la définition
éq. 5.1 on trouve :

Uun = ¢un (5.17)
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FiG. 5.3 — Circuit LC couplé a N circuits LC'.

De méme, on peut définir a partir de la charge ¢,y conjuguée a ¢y le courant traversant
le composant :

Cependant, il n’y pas de relation de conjugaison canonique entre la tension et le courant. On
ne peut donc pas utiliser systématiquement une approche hamiltonienne avec ces variables.
Par conséquent, ceci rendrait difficile les passage au quantique.

5.4 Circuit contenant une résistance

Jusqu’a présent nous n’avons considéré que des composants hamiltoniens (condensa-
teurs, selfs, ...). Pour modéliser des résistances (composant non—hamiltonien), nous allons
procéder comme dans les chapitres précédents : utiliser des oscillateurs harmoniques (cir-
cuits LC') pour reproduire les effets résistifs. Considérons le circuit fig. 5.3. Il s’agit d'un
circuit “inconnu” (représenté par la boite), connecté a N oscillateurs harmoniques. Nous
allons étudier les effets de I’ensemble d’oscillateurs sur le circuit inconnu. On peut vérifier
facilement qu’on peut le décrire par les N + 1 variables—flux indépendantes ®, ¢, ..., N
et par le Lagrangien suivant :

. N C; 52 Ciwz
L=Lo(® &) +Y ;DZ + (i — @) (5.19)
=1

ou Ly est le lagrangien du circuit inconnu. Par une transformation de Legendre on obtient
les charges conjuguées aux variables flux ainsi que 'hamiltonien du circuit :

def oL 8[/0
wr 0L OLo 5.20
¢ od 09 (5.20)
¢ 0L .
g = gsb‘ = i (5.21)
N
H E Qb+ gpi—L (5.22)

i=1
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ciw?

2L (i — ) (5.23)

N q2
= H, 2
0+;2Ci+

ott Hy = Q® — Ly est Phamiltonien du circuit inconnu. Il s’agit de analogue électronique
du probleme étudié dans les chapitres précédents. En reproduisant a I'identique les calculs
de la sec. 1.2.1, page 10, on obtient les équations du mouvement du circuit :

. O0H,
o = 90 (5.24)
. 0H, ¢ .
O = —a—q)—/o D(r)d(t — 7)dr + F(1) (5.25)
ou l'on a posé :
N
L) = > cw;coswt (5.26)
i=1
. 4:(0)
F(t) = > [(apz(O) —@(0)) cosw;t + " sinwgt | ciw? (5.27)
i=1 Wi

L’effet des oscillateurs est d’ajouter les termes en I' et F' a ’équation du mouvement.

5.4.1 Loi d’Ohm

Dans le systeme ci-dessus, passons a la limite continue, exactement comme on a fait dans
le chapitre 1 pour le systéeme mécanique : des fonctions continues ¢(w), ¢(w), ¢(w) viennent
remplacer les suites discretes ¢;, ;, ¢;- Pour plus de détails, se reporter au chapitre 1. La
distribution ¢(w) peut étre interprétée comme la densité de capacité par unité de fréquence
dans la résistance. Considérons la distribution particuliere :

2

p——cyTs R constante (5.28)

c(w) =

Il s’agit de la distribution correspondante a une résistance réelle de valeur R. Dans ce cas,
['(t) = 1/Ri(t) et 'équation du mouvement éq. 5.24 est simplifiée : le terme en I' prend la
forme —®/R. Prenons le cas particulier ofl le circuit inconnu est une source de tension U,
alors il faut prendre comme hamiltonien :

Ho(®,Q) =UQ (5.29)
L’équation du mouvement s’écrit alors :
d = U (5.30)

Q = ——+F(t) (5.31)



Rappelons-nous que I = @ est le courant entrant dans la source, en ces termes, on obtient

la loi d’Ohm :

U
I=——+F) (5.32)
R
(le signe “—" ne doit pas surprendre, il vient du choix de 'orientation de @ et I, en effet nous

avons utilisé la convention récepteur pour le générateur). Le circuit composé d’oscillateurs
LC, fig. 5.3 est donc équivalent & une résistance. Le courant F'(t) ne dépend que de la
charge initiale dans les condensateurs du circuit et du flux magnétique initial dans ses
bobines; c¢’est ce terme qui va engendrer le bruit de Nyquist de la résistance. Si on met
la résistance en court-circuit, c¢’est-a-dire on prend U = 0, alors un courant I = F(t) peut
continuer traverser le circuit, il ne reste que le bruit.

5.4.2 Bruit dans une résistance

D’apres sa définition, éq. 5.27, F'(t) est entierement déterminée par les conditions ini-
tiales de ’ensemble d’oscillateurs LC'. Supposons que ce dernier soit initialement (a I'instant
t = 0) a température T et essayons de caractériser F'(t). Dans cette approche, les variables
; et q; sont des variables aléatoires vérifiant la distribution de Gibbs a température kT
Comme I'hamiltonien de I'ensemble d’oscillateurs (indépendants) est quadratique, les ¢;
et ¢; sont des variables gaussiennes centrées indépendantes, elle sont déterminées par leurs
moments d’ordre deux :

1
(il = kTCZTJiQéij (5.33)
(0:47),—y = KTcidy (5.34)

Comme ;(0) et ¢;(0) sont centrées et que F'(t) est linéaire en ces derniers (cf. éq. 5.27),
on a:

(F(t)) =0 (5.35)

En injectant les expressions de (p;p;) et (¢;q;) en t = 0 dans la définition de (F'(¢)F(0)),
éq. 5.27, on obtient :

N
(F()F (1)) = 2kT Y cjw? cosw;(t —t') (5.36)

i=1
Dans le cas d’une résistance ohmique ot I’ensemble des circuits LC' forment un continuum

vérifiant la distribution éq. 5.28, on trouve la formule de Nyquist :

(F(t)F(t)) = 2?5@ — ) (5.37)

dans ce cas F(t) est un bruit blanc. Dans le cadre de ce calcul classique, a température
T = 0 le bruit disparait.
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5.5 Circuits quantiques

Lorsqu’un systeme électrique évolue dans un régime de basse énergie, les manifestations
de la nature quantique du champ électromagnétique deviennent apparentes. Dans ce cas
on utilise une approche quantique de 1’électrodynamique. Une facon standard de quantifier
le champ électromagnétique consiste a remplacer les potentiels AetV par des opérateurs
hermitiques agissant en chaque point sur un espace de Hilbert Ly(R) [2, 29]. Comme les
variables flux qu’on utilise en électricité sont proportionnelles a A et V', ils vont suivre les
meémes regles de quantification. Ainsi, pour quantifier un circuit décrit classiquement par
les variable flux—charge ¢ et g et d’hamiltonien H (¢, ¢), on procede comme en mécanique :
on associe au systeme un espace de Hilbert des états Lo(R). Les observables quantiques ¢
et ¢ sont des opérateurs sur Lo(R), vérifiant la relation de conjugaison :

[5,4] = ih (5.38)
ils sont définis comme suit (avec les notations de Dirac) :
(plolY) = @ (pl¥) (5.39)
0
jlv) = —iho- 5.40
{elgly) i, Pl (5.40)

Mécanique et électricité sont formellement équivalents ; toutes les discussions des chapitres
précédents se transposent a 1’électricité sans modification, nous n’allons pas les reprendre
ici.

5.5.1 Remarque sur le bruit dans une résistance [15]

Ci-dessus nous avons considéré le bruit d’une résistance ohmique avec une approche
classique. On peut refaire le méme calcul dans un cadre quantique. Méme si les objets
qu’on manipule sont différents, le calcul reste formellement identique. En prenant :

5ij hwi hwz

(Pivj)ieg = c? X coth 7= (5.41)
<Qz‘Qj>t:0 = 0y X TCOth 25T (5.42)
On obtient : v
hw; hw;
(FOFE)) =23 2 coth — cosw(t — ) ciw? (5.43)
B 2T

A titre d’exemple, a température T' = 0 lorsque le circuit est une résistance ohmique de

valeur R, I’ensemble des circuits LC' forment un continuum vérifiant la distribution éq. 5.28,

on trouve la formule de Nyquist quantique a température nulle :
2h

CTR(t—t)?

on voit que F'(t) n’est pas un bruit blanc; les fluctuations quantiques se manifestent sous

la forme d’un bruit “coloré”.

(FOF(t) = (5.44)
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5.6 Conclusion

Nous avons vu que les approches lagrangienne et hamiltonienne de la mécanique se
transposent aux circuits électriques. Aussi, le passage au quantique se fait exactement de
la méme maniere qu’en mécanique, dans la mesure ou la dynamique sous-jacente d’un
circuit est celle du champ électromagnétique.

Les résistances peuvent étre modélisées pas un ensemble d’oscillateurs harmoniques
identique a celui étudié dans le chapitre précédent. En d’autres termes une résistance dans
un circuit constitue un environnement au sens des chapitres précédents. Alors on s’attend a
observer les effets de fluctuation dissipation et décohérence dans les circuits comprenant des
résistances : Les degrés de liberté discrets d un circuit peuvent s’intriquer avec le continuum
de degrés de liberté d’une résistance dans le circuit. Nous allons tenter d’illustrer ceci dans
les deux prochains chapitres.
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Chapitre 6

Particule chargée dans un circuit RC

6.1 Introduction

Dans ce chapitre nous allons étudier dans le cadre d’'un modele simple comment les
degrés de libertés mécaniques d’une particule se couplent aux degrés de libertés électriques
d’une résistance. Dans ce cas la résistance joue le role d'un environnement au sens des
chapitres précédents. Nous avons imaginé ce modele dans le but de donner I'esquisse d’un
environnement controlé (les parametres controlés sont la valeur et la température de la ré-
sistance). Pour traiter le probleme, nous allons utiliser (encore) 'approche de la “résolvante
réduite”.

6.1.1 Le modeéle

Soit une particule chargée de masse m, position z, impulsion p et soumise a un po-
tentiel harmonique V(z) = m?2%/2, c’est & dire un oscillateur harmonique de pulsation
. On suppose, de plus, que la particule est placée entre les armatures d'un condensa-
teur de capacité C de telle sorte que son mouvement soit perpendiculaire aux armatures
du condensateur. Ce dernier est relié a une résistance R, comme indiqué sur la fig. 6.1.
Qualitativement, on s’attend a ce qu'un changement de position de la particule induise
une modification de la charge des armatures du condensateur. Or pour que sa charge ()
varie un courant électrique I = @ doit passer dans le circuit, & travers la résistance. La
résistance est un composant dissipatif qui va faire perdre I’énergie au systeme. La particule
devrait donc étre amortie.

Posons le probleme plus précisément. Soit ® le flux au bornes de la capacité et @) sa
charge canoniquement conjuguée. Comme dans le chapitre précédent, nous allons modéliser
la résistance par un ensemble continu de circuits LC' (fig. 6.2), de fréquences propres w > 0
avec une distribution de capacité ohmique :

c(w) = 2 (6.1)

7w Rw?

les inductances sont de la forme [(w) = 1/c(w)w?. Ce circuit est équivalent a une résistance
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C ressort

F1G. 6.1 — Particule chargée entre les armatures d'un condensateur
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Fia. 6.2 — Circuit équivalent a une résistance
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R. L’hamiltonien de I’ensemble particule et circuit est de la forme :

H = Hpart + Hcirc + Hint (62)
ou :
2 2
p mfl*
Har = T .
N 2 2 2
q |, cw; Q°
Hcirc - — : P o 6.4
> -0 (6.4)

Pour I'instant, nous allons supposer que le circuit est un ensemble discret de N oscillateurs,
cela va simplifier les notations et les calculs qui vont suivre. A la fin du chapitre, nous
allons prendre la limite continue qui permet de modéliser correctement la résistance. Le
terme Hi, traduit l'interaction entre la particule et le circuit. Il s’agit simplement de
I’énergie potentielle d’une charge dans le champ électrique E du condensateur. On suppose
E uniforme. La tension aux bornes du condensateur est Q/C, on en déduit le potentiel
électrique :

Qx

% 6.5

(@) =37 (65)

ou [ est la distance entre les deux armatures. Finalement on trouve 1’énergie de couplage :
eQ x

Hyy = —— 6.6

.= (6.6)

ou e est la charge électrique de la particule.

6.1.2 Objectif

L’hamiltonien H ci-dessus, a la limite continue, représente deux degrés de libertés @
et x couplés a un continuum. En utilisant la méthode de la résolvante réduite, on va
pouvoir diagonaliser I’hamiltonien du circuit de facon a ramener le probléeme a un oscillateur
harmonique (la particule de degré de liberté x) couplée a un environnement mécanique
effectif. L’objectif de ce chapitre est de ramener ’hamiltonien du systeme a :

2 2

_ o ol
g=2 +Z 2m 2

om — i — 33)2 (6.7)

et de déterminer €2 et les u;. Nous allons trouver, a la limite continue, a laquelle nous
sommes intéressés :

(6.8)

5 2¢? 1/RC

Wl = TG X 1 (1/ROR (6.9)




6.2 Diagonalisation de H.. + Hiy

Le calcul qui va suivre montre comment mettre en ceuvre la méthode de la résolvante
pour arriver a notre fin. Nous allons le détailler car il complete les chapitres 3 et 4 dans la
mesure ou il montre comment trouver les composantes des modes normaux du probleme
(jusqu’a présent on 'avait toujours évité). Etudions Here+ Hin, commencons par le réécrire
avec les notations matricielles en posant :

o/ C -
9 = |, a9

Swis . _wg\/;g
A% = —w}\/& w2 0

Soit |E;), 7 = 0... N une base orthonormée de vecteurs propres de A* qu’on va préciser et
Vg < ... < vy les valeurs propres respectives. Dans cette base, I’hamiltonien s’écrit :

N ﬁQ
Zj (6.10)
ou a; = (E;|®) et §; = (E;|Q), on peut vérifier que les «; et (; sont canoniquement
conjugués. L’hamiltonien d’interaction s’écrit :
ex
o = VO (6.11)

(X_: |E]-)(Ej|) Q) (6.12)

(6.13)

Pour atteindre l'objectif qu'on s’est fixé il faut “juste” déterminer (0|E;), tout le probleme
se ramene a ¢a. Nous allons suivre la méthode du chapitre 3. La résolvante réduite du
circuit est définie comme :

) Ol 0 (6.14)
¥, (0]2))°
jz_;) 2402 (6.15)
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ol z = iu + 7y avec u, 7y réels positifs. Prenons la limite v — 07, pour cela utilisons la
formule suivante sur les distributions :

1 1 s
20 (iu £ 7)? + w? My + w? + 2w [0(u = w) = d(u +w)] (6.16)
on trouve :
2u N )
- Im hrgl r(iu+7) =Y _(01E;)*6(u—v;) (6.17)
- =

Or, a la limite continue, on sait calculer la résolvante réduite r(z) pour une résistance
ohmique. Le calcul a déja été fait, alors on va utiliser directement le résultat de I’éq. 4.29.
Formellement, du point de vue des notations il faut prendre dans 1'éq. 4.29 n = 1/R,
m = (', 1 =0. Ce qui donne :

(=) 1 S (6.18)
r(z) = =—-X — .
224+ 02+ zn/m  z  z+1/RC
En prenant z = iu + v, puis la limite ¥ — 0" on trouve sans aucune difficulté :
N 2 1/RC
(01E;)5(u - 6.19
2 | ~U) T @ T (1RO (6.19)

C’est une fonction continue. Dans cette limite, I’ensemble des v; devient continu et on
remplace la suite de v; par la variable réelle u (pour plus de détails sur le passage a la
limite continue, se référer au chapitre 3). Finalement on obtient :

(B =2 1FC (6.20)
mu?+ (1/RC)?
Remarquons que (0|E,) donne la composante du mode normal de fréquence u sur le degré
de liberté de la capacité. La fonction (0|E,) est une lorentzienne, son maximum est en
= 0 et sa largeur a mi-hauteur est 1/RC. Ce sont les modes de basse fréquence qui
interviennent dans la dynamique de la capacité.
A présent, (0|E,) étant déterminée, le calcul est fini. Il ne nous reste plus qu’a mettre
le résultat en forme.

6.2.1 Mise en forme de Hy. + Hiy

Nous allons faire un changement de variable pour réécrire H + Hiy sous la forme
voulue, éq. 6.7. Pour cela posons :

2¢2 1/RC

Flu) = C(()]Eu), alors  f*(u) = ﬁm

(6.21)
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Avec ces notations :

oo+ Hue = —a | " Flw)B(u) du + / h % [82(u) + w?a?(w)] du (6.22)

o 1 u2 2 2 ﬂ 2
= /0 5 [F(Oéf) +f <?—$
Faisons un (dernier) changement de variables canonique :
2
) = e, = =2 = L4
Avec les nouvelles variables, on trouve enfin pour I’hamiltonien du circuit et de la particule
en interaction :

du+“%2/0°o Pu)du  (6.23)

(6.24)

H = Hpart + Hcirc + Hint (625)
2 2 2 2 2
D mS) e 9 /00 T W 9
= — - — — 4+ —(x— d 6.26
2m+<2 120>$+o [2M+ o o)) de (6.26)

C’est exactement la forme qu’on voulait.

6.2.2 Discussion

Au départ, nous avions considéré une particule (mode discret) couplée & un conden-
sateur (mode discret) couplé a une résistance (continuum de modes). Dans le calcul que
nous avons fait, nous avons “noyé” le mode discret du condensateur dans le continuum de
la résistance. Nous avons obtenu un potentiel renormalisé pour la particule de la forme :

m? -
V(z) = Tx2, ou Q= \/92 —e2/mi*C (6.27)

nous allons supposer que Q2 > e?/mi?C. La fonction spectrale p(w) du circuit n’est pas
ohmique :

s 2¢? " 1/RC

- al2C T w2+ (1/RO)?
C’est une lorentzienne (donc normée), elle démarre avec une dérivée nulle en w = 0, puis
décroit ; sa largeur a mi-hauteur vaut 2. = 1/RC' (fréquence de coupure). Physiquement,
si Q < Q, alors la particule ne “voit” que la partie basses fréquences de p(w), dans ce cas,
on peut développer cette derniere au voisinage de l'origine :

2 Re?
2
e ~ —

(c’est une distribution ohmique). Dans cette limite, on peut dire que leffet du circuit sur
la particule est caractérisé par un environnement ohmique de constante de friction 7 et
fréquence de coupure €2, définies comme suit :

Re? 1
n= l—f et Qo= — (6.30)

p(w)w (6.28)

(6.29)
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6.2.3 Conclusion

Nous avons vu, dans ce chapitre, comment mettre en ceuvre la méthode de la résolvante
pour montrer que la dynamique d’une particule couplée a un circuit RC' (fig. 6.1) est
identique aux systemes mécaniques étudiés dans les chapitres 3 et 4. Nous pouvons donc
appliquer les résultats qui y sont discutés a la particule couplée au circuit. Du point de vue
d’une approche quantique, la particule subit donc les effets de dissipation, fluctuations et
décohérence (cf. chapitres 3 et 4)

L’avantage pratique d’un environnement électrique est qu’expérimentalement on peut
espérer le controler en ajustant la valeur de la résistance et sa température. On peut
supposer que celle-ci constitue ’environnement dominant que la particule subit et faire
des mesures caractérisant les effets de I'environnement sur la particule. Dans le chapitre
suivant, nous allons nous pencher sur le probleme de comment mesurer les effets dont on
est entrain de discuter.
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Chapitre 7

Proposition d’un dispositif pour
observer la décohérence

Un des effets les plus importants que ’environnement induit sur un petit systeme quan-
tique est “d’estomper” les franges d’interférences qu’il est susceptible de produire lors d’une
expérience [23, 12, 11]. Dans le but d’illustrer les résultats discutés dans les chapitres pré-
cédents nous avons imaginé un dispositif expérimental, basé sur les interférences, mettant
en évidence les effets induits par I’environnement sur un petit systeme quantique. Nous
avons voulu que le dispositif soit simple et intuitif.

Dans 'idéal, on aimerait se donner une particule dans un potentiel harmonique, prépa-
rée dans un état pur; a 'instant ¢ = 0 on la couplerait a ’environnement et aux instants
successifs on sonderait sa matrice densité. Cependant, expérimentalement, on controle dif-
ficilement le couplage avec I’environnement au cours du temps. Pour cela, nous proposons
une expérience qui fait intervenir un degré de liberté supplémentaire, dont voici I'esquisse :
On se donne une particule se déplagant longitudinalement librement dans un guide d’ondes
(fig. 7.1), elle y entre dans un état pur (on discute plus loin de comment préparer cet état).
Dans une région du guide elle se trouve couplée transversalement a un environnement
linéaire contrdlé (région dissipative). A la sortie de la région dissipative, la particule se
trouve donc dans un état transversal intriqué avec I’environnement, semblable a ceux étu-
diés dans les chapitres précédents. Juste a la sortie de la région dissipative, on sonde I'état
transversal de la particule a I'aide de deux sondes ponctuelles formant un interférometre
du type Aharonov-Bohm [30]. Son réle est de produire des interférences ; nous allons voir
qu’a travers le contraste des franges d’interférences on arrive a déterminer la longueur de
cohérence spatiale de la particule; celle-ci est directement reliée a 1’entropie de sa matrice
densité réduite. Cette expérience est analogue a une double fente de Young. La région dis-
sipative peut étre constituée par une résistance électrique ajustable a température T (cf.
chapitre précédent) ; ceci permet de controler totalement les parametres de ’environnement
et ainsi d’étudier leur influence sur la cohérence de la particule. Nous allons voir que méme
a température nulle les effets du couplage avec I'environnement sont présents : la longueur
de cohérence de la particule se trouve d’autant plus réduite que le couplage avec ce dernier
est fort.
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région sonde
dissipative

guide d’ondes champ
1 /

magnétique

particule

i
2x ®<I>

’ 7.

point d’interférences

point de
contact

Fic. 7.1 — Une particule traversant le guide d’ondes en étant couplée transversalement a
I’environnement est sondée a ’aide de deux sondes.

7.1 Description du dispositif

Considérons une particule dans un guide d’ondes parfait. Dans la direction longitudinale
(selon I’axe z) sa dynamique est celle d'une particule libre. Dans la direction transversale
la particule est confinée par un potentiel harmonique. Les dynamiques selon ces deux
directions sont indépendantes (on a séparation des variables). On peut écrire ’hamiltonien
de la particule seule comme suit :

A2 2 A2
2 p mQ ~D pz

Hg,‘uide:%—i_ 9 q- +
N e

= (7.1)

Htransv.

De plus on suppose que le guide d’ondes est relié a deux sondes unidimensionnelles en z = 0
séparés d'une distance 2z, comme indiqué sur la fig. 7.1. La particule incidente peut étre
transmise dans les sondes (ou continuer dans le guide). Dans la sonde 1 (respectivement 2)
la dynamique est celle d’'une particule libre unidimensionnelle en mouvement selon l'axe z;
(respectivement z5). Son hamiltonien dans la i-eéme sonde (i =1 ou i = 1) est :

~2
A~ - pzi
sonde; — om,

(7.2)

L’espace de Hilbert de la particule dans la réunion du guide d’ondes et des 2 sondes est
27] :

Htot = ngide S Hsondel S Hsondeg (73)
olt Heonde, = L2(R) et Hguide = L2(R?) Dans ce cas 'état quantique de la particule |¢)) €
Hiot €st déterminé en donnant son état dans le guide et dans les deux sondes. Nous allons
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I’écrire sous forme matricielle :
’w>guide
|1/J>sonde1 (74)
|77Z}>sonde2

ou |’l/}>guide S ngidm ‘w>sondel S Hsondel; |1/}>sonde2 € Hsonde2- La Partimﬂe pGUt passer du
guide d’ondes vers chacune des sondes ; ceci se traduit dans 'hamiltonien par un couplage
entre les états du guide, et ceux des deux sondes. On peut 1’écrire sous forme matricielle
comme suit :

R Ij]guide A‘A/1 ‘72
Htot = ‘/1+ Hsondel 0 (75)
‘/2+ 0 Hsondel
‘71 = Oé|711><f1’ (7'6)
Vo = alv)(f] (7.7)

Les termes de couplage sont représentés par les termes hors-diagonaux de la matrice ci-
dessus. V; (respectivement V) couple le guide & la 1-tre (respectivement 2-éme) sonde.
Les états |vq) (respectivement |vg)) du guide sont supposés tres localisés pres du point de
contact z = 0 et ¢ = x (respectivement z = 0 et ¢ = —x), voir fig. 7.1. De méme 'état |f)
(respectivement | fs)) est localisé pres de l'origine z; = 0 de la 1-ére sonde (respectivement
'origine zo = 0 de la 2-éme sonde). La constante réelle v représente 'intensité du couplage
entre les sondes et le guide d’ondes. Lorsque « est nulle Vi=Vo=0cetla particule ne peut
pas passer du guide vers les sondes.

En appliquant un flux magnétique ® entre les deux sondes on induit une différence de
phase ¢ entre elles. La probabilité de détecter la particule en un point commun aux deux
sondes oscille lorsque le flux ® varie : c’est 'effet Aharonov-Bohm [30]. Ce dispositif est
équivalent & une double fente de Young?.

7.2 Couplage transversal avec ’environnement

Supposons qu’il y ait une région délimitée du guide d’ondes ou la particule est couplée
transversalement a un environnement linéaire extérieur en passant entre les armatures d’un
condensateur relié¢ a une résistance (cf. fig. 7.1 et fig. 6.1). Dans le chapitre précédent nous
avons montré que (transversalement) la dynamique du systeme est la méme que celle du
modele étudié dans les chapitres 3 et 4 ou la fonction spectrale p(w) est :

() = 2¢? " 1/RC
M) = 2ope © oy (1/RC)?

(7.8)

'Le flux ® qui introduit une différence de marche entre les deux sondes joue le rdle de la position sur
I’écran dans la 'expérience de Young. La distance 2x entre les deux sondes est quant a elle, ’analogue de
la distance entre les deux fentes.
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ol e est la charge de la particule, [ est I’écart entre les deux armatures du condensateur, C'
est sa capacité et R est la valeur de la résistance. Pour une grande valeur de la fréquence
de coupure €2, = 1/RC, I'environnement est proche d’un environnement ohmique avec
une constante de friction n = Re?/I?. Enfin, nous avons vu que la fréquence de résonance
transversale du guide d’ondes est renormalisé comme suit :

2
2 e

2
ml) = nguide — %

(7.9)
ol {guide est la fréquence transversale du guide d’ondes en absence du condensateur.

Soulignons encore que ’environnement n’agit que selon la direction transversale du
guide d’ondes (axe ¢), c’est une résistance controlée expérimentalement. Nous supposons
que la région dissipative du guide d’ondes est suffisamment étendue longitudinalement
pour que la particule incidente ait le temps d’atteindre 1’état d’équilibre discuté dans les
chapitres 3 et 4 a la sortie de la zone dissipative. En d’autres termes, si la particule entre
avec un état pur de la forme [¢)) ® |k) ou [¢) est un état transversal et |k) une onde plane,
alors elle va sortir dans un état décrit par un opérateur densité de la forme :

& @ k) (k] (7.10)

ou ¢ est I'état transversal de la particule (selon I'axe ¢) donnée par 1'éq.3.81, page 29.
Nous supposons aussi que la longueur séparant la fin de la région dissipative des points de
contact des deux sondes est petite devant hk/mSQ.

Plus précisément, I’hamiltonien complet dans le guide d’ondes est :

2 2 mO2
2" + y +
2m  2m 2

b g - Ao

= 20

H(q,p,p,m) = ¢

ou la fonction A(z) = 1 si la particule est a U'intérieur de la région dissipative et A(z) =0
sinon. A part sur les bords de la région dissipative nous avons supposé que le couplage
entre la particule et I'environnement est transversal. Dans ce cas (sauf sur les bords) les
dynamiques transversale et longitudinale sont indépendantes. Cependant il est possible qu’il
y ait des phénomenes de diffusion sur les bords. D’une part A\(z) n’a pas de singularités,
alors la dépendance en z des états stationnaires de la particule est continue : ’état de la
particule est le méme de part et d’autre de chaque bord de la région dissipative. D’autre
part, nous pouvons démontrer (cf. annexe B) que nous pouvons négliger ces phénomenes
de diffusion a condition que I'énergie cinétique longitudinale vérifie les deux conditions qui
suivent :

% > ()Y puw? (7.11)
2 > (@) St e) (7.12)
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ou (¢;) est 'énergie moyenne du i-eéme oscillateur de 'environnement. Avec ces conditions
les degrés de liberté transversal et longitudinal sont indépendants le long de tout le guide
d’ondes. Dans ce cas, la dynamique le long de 'axe z est triviale, elle équivaut a une
translation dans le temps. L’idée derriere 1'utilisation d'un guide d’onde est de “dérouler”
le temps sur une dimension spatiale pour que les mesures sur un systeme tel que celui
décrit dans le chapitre précédent soient envisageables.

D’un point de vue expérimental, 1’état initial |¢)) ® |k) qu’on avait supposé pur peut
étre préparé en injectant la particule incidente avec un vecteur d’onde k£ donné dans un
guide d’ondes ayant un seul canal?. Il s’agit forcément de I’état fondamental. Seulement,
si le nombre de canaux croit adiabatiquement le long de I'axe z alors la particule va né-
cessairement rester dans I’état fondamental [44]. Dans ce cas 'état transversal dans les
expressions ci-dessus est [) = |0).

7.3 Figures d’interférences

La probabilité de trouver la particule dans le point d’intersection ou se produisent
les interférences est relié a son état transversal a la sortie de la zone dissipative; c’est a
travers la figure d’interférences que 1’on va mesurer les effets qu’induit ’environnement sur
la particule. Dans I'annexe C on a montré que si I’état de la particule a la sortie de la
région dissipative est tel que I'énergie cinétique longitudinale est grande devant 1’énergie
transversale, alors la probabilité de détecter la particule est :

P(¢) = |7 x (o(z,2) + o(~z, —2) (7.13)
o(—z,1)e" + o(x, —:I:)e*w) (7.14)
ouo(x,z') = (x|o|z’) est la représentation position de & discuté dans le chapitre 3, éq. 3.81,

page 29. De méme, soit P; (respectivement P») la probabilité de trouver la particule dans
la 1-ére (respectivement la 2-eme) sonde; elles sont définies comme suit :

P = |7]Po(x,2) (7.15)
P, = |1fo(—2,—2) (7.16)

A ce stade, pour caractériser les interférences, nous pourrions étudier 'amplitude de P(¢),
mais le contraste C' défini ci-dessous est plus fondamental. On définit :

(P?) — (P)? N I
“opp, 0 U (f) = g/o f(g)de (7.17)

C’est une quantité qui vaut 1 lorsque 'effet d’interférences est total et 0 lorsqu’il n’y a pas
d’interférences. Utilisons éq. 3.81 pour trouver la valeur de o(z, ') :

C? =

1 2 | w202 o
or.a’) = (o] e (B ) (7.18)

2un seul mode transversal
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1 —%{ w7 (@=2')+ gy (ata’)?
= 7.19
() (71
en l'injectant dans la définition de P(¢), éq. 7.13 on obtient :
P(¢) = 2|7)%c(z, ) x (1 + e % cos gb) (7.20)
\ (@) n*
ot =— "1 (7.21)
4(p%) (§%) - n°
Finalement on obtient le contraste :
72

Cette expression définit la longueur de cohérence transversale £ de la particule. Le contraste
C' des franges d’interférences tend exponentiellement vers 0 lorsque |x| > £ et vers 1 lorsque
|z| < &; La particule est capable d’interférer au plus sur un distance . Nous pouvons
utiliser éq. 3.75 et éq. 3.77 pour exprimer £ en fonction de la température et la masse
effectives m et T, on trouve :

h 1

=570 % "0

'S (7.23)
On peut explicitement calculer § en fonction des parametres de I'environnement, puisque
T et m sont connus. La fig. 7.2 montre la longueur de cohérence £(7T') fonction de la
température pour différents couplages 7 entre la particule et ’environnement (au fait, pour
différentes valeurs de la résistance dans le circuit). A température nulle £(7° = 0) est fini;
les interférences sur une grande distance sont rendues impossibles par 'environnement.
Un développement pour n ~ 0 a température nulle donne l'ordre de grandeur et le sens
d’évolution de ¢ :
h s
2

0)~v — X ———
SO~ T 0,9)

Remarquons, que l'effet d’interférences disparait quand h tend vers zéro. En termes imagés
I’environnement contribue a rendre le systeme “plus classique”.

Enfin, soulignons que I'évolution dans le guide d’ondes n’est pas réversible parce que
I’environnement a une infinité de degrés de liberté, ceci doit étre pris en compte lorsqu’on
s’intéresse aux phénomenes de transport.

(7.24)
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Fi1G. 7.2 — La longueur de cohérence £ fonction de la température

différentes valeurs du couplage particule-environnement 7).
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Chapitre 8

Dynamique quantique d’un

SQUID-DC

Dans ce chapitre nous allons considérer la dynamique quantique d’'un SQUID-DC excité
par un flux radio-fréquence. L’étude a été faite dans le cadre d’une collaboration avec
’équipe expérimentale d’Olivier Buisson (CRTBT, Grenoble). Le dispositif est décrit en
détails dans la these de F. Balestro [36]. Ici, nous allons prendre cette référence comme
point de départ et faire une étude théorique expliquant les mesures expérimentales. Nous
avons dégagé une signature quantique dans la dynamique du SQUID ; elle nous permet de
mieux situer le régime du circuit et de discuter son comportement en termes d’oscillations

de Rabi.

8.1 Le modele

Le SQUID-DC étudié expérimentalement consiste en une boucle supra-condutrice conte-
nant deux jonctions Josephson identiques. La boucle est traversée par un flux magnétique
radio-fréquence susceptible d’exciter le SQUID. L’état dynamique du circuit est décrit par
les deux variables flux des jonctions et par leurs charges conjuguées. Cependant dans le
régime réalisé dans 'expérience, la dynamique se réduit a celle d’un seul degré de liberté
collectif impliquant les deux jonctions [36, 35]. Dans ce cas, on montre que la dynamique
du dispositif expérimental est identique a celle d’'une particule dans un potentiel V(z) en
“tole ondulée”, de la forme :

V(z) = —cosz — ax (8.1)
Nous allons nous intéresser au régime ou le SQUID est proche du point critique (o ~ 1),
cf. fig. 8.1. Alors nous pouvons développer le potentiel autour d’un point d’inflexion situé

entre un puits de potentiel et une barriere de potentiel. Dans ce cas, I’hamiltonien du
probleme se met sous la forme suivante :

2 092
=L + ——p* — o’ —apsinwt (8.2)
2C 2 —_——
%
Hop
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F1G. 8.1 — Potentiel en tole ondulée

Le terme Hj correspond au SQUID sans excitation et V' représente 'excitation. Les obser-
vables ¢ et ¢ sont les variables conjugués flux-charge. Le parametre C' représente la capacité
du SQUID, 2 est sa pulsation de “fond de puits” du potentiel. Le parametre o traduit son
anharmonicité.

Notre objectif ici est d’étudier la réponse du SQUID en fonction de I'excitation pour
comprendre quantitativement les données expérimentales obtenues par I’équipe du CRTBT.
On va plus particulierement identifier une “signature quantique” montrant que le SQUID
sur lequel sont faites les mesures est dans un régime quantique. Pour cela nous allons
procéder en trois étapes : faire une étude numérique, une étude analytique classique et une
étude analytique quantique.

Pour plus de commodité, mais aussi par contrainte numérique, nous allons adimension-
ner le probleme. Pour ce faire, on peut écrire 'hamiltonien ci-dessus comme suit :

ﬁl:f#ﬁ—w?’—a@sm@f (8.3)

2 2

ou l'on a posé :

H = H/WQ (8.4)
i = q/VhQC (8.5)
¢ = ¢\/C/hQ (8.6)
G = oy\hQ/C? (8.7)
a = a/VhQC (8.8)
O = w/Q (8.9)
t = tQ (8.10)
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Ce changement de variable revient a choisir des unités de mesure telles que C' =1, Q2 =1,

h=1.

8.2 Etude numeérique

Dans le but d’interpréter des données expérimentales, on souhaite résoudre le probleme
suivant : on se donne comme état initial a 'instant t =0 :

¥(0)) = [0) (8.11)

I’état fondamental de 'hamiltonien Hy dans approximation harmonique. Puis on étudie
I’évolution au cours du temps de 1'état du systeme pour différentes excitations (pour diffé-
rentes valeurs de a et de w). On s’intéresse plus particulierement a la probabilité | (0|¢(t)) |2
de trouver la particule dans I’état fondamental directement mesurable dans I’expérience.

Pour ce faire, nous avons écrit un programme qui résout numériquement le probleme
complet dépendant du temps. Il procede comme suit :

— diagonaliser H

— prendre |¢)) = |0)

— résoudre pas-a-pas I’équation de Schrédinger dépendant du temps.

o dl)

—q = ) (8.12)

Pour des raisons pratiques, nous travaillons dans une base propre de 1'opérateur position
¢ discrétisée et tronquée. Nous avions tronqué 'espace en position de fagon a ne décrire
que les états localisés dans le puits de potentiel, ainsi on néglige I’échappement du puits
par effet tunnel. Les détails techniques liés a la résolution numérique ne sont pas donnés
ici. Comme on va s’intéresser au régime “basse énergie” du SQUID, nous n’avons retenus
que les niveaux dont 1’énergie est inférieure a celle de la barriere de potentiel. La validité
du calcul numérique est assurée tant que ’excitation reste suffisamment faible pour ne pas
exciter les états de haute énergie.

8.2.1 Spectre de H,

Sur la fig. 8.2 nous avons tracé les énergies propres! de H, par ordre croissant, en fonc-
tion de leur numéro. A cause de la non linéarité, elles ne sont pas également espacées comme
pour un oscillateur harmonique. L’écart d’énergie entre I’état |0) et |1) n’est pas le méme
que celui entre les états successifs de plus haute énergie. Expérimentalement, le parametre
o ~ 3x 1072 est petit, ce qui traduit une non-linéarité faible. Nous nous attendons a ce que
la dynamique pour des énergies faibles soit similaire a celle d’un oscillateur harmonique,
ce que le spectre de H, suggere. Mais nous allons voir que le role de la non-linéarité est
crucial, aussi faible soit-elle. Le calcul analytique du spectre est fait dans la sec. 8.4.

len toute rigueur, le spectre de Hy est continu. Cependant, pres du fond du puits de potentiel, il
est composé de résonances tres étroites. On peut donc le considérer comme discret avec une tres bonne
approximation.
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Fic. 8.2 — Ecart des “énergies propres” €, de Hj aux énergies propres d’un oscillateur
harmonique de fréquence 2. Résultat obtenu numériquement.

8.2.2 Balayage en fréquence

De fagon numérique, nous avons résolu 1’équation de Schrodinger dépendant du temps
pour des valeurs successives de la fréquence d’excitation w. Pour chaque valeur de w nous
avions effectué le calcul pendant un temps ¢ > 27 /w. Sur les fig. 8.3 et 8.4 nous avons
tracé la probabilité moyenne au cours du temps que la particule quitte ’état fondamental.
La résonance principale a lieu autour de la fréquence “plasma” w = w, telle que :

hiw, = €1 — €9 ~ 0.9821.%2 (8.13)

(la valeur de w, ci-dessus est obtenue numériquement). Sur la fig. 8.3 on voit une résonance
plus faible au voisinage de w ~ 2€). En réalité, en étudiant précisément le spectre de Hy on
peut voir que cette résonance correspond a une transition de I'état |0) vers I’état |2). Sa
fréquence vaut exactement wgp, définie par :

hu)og =€ — €1 X 1.946A12 (814)

(la valeur de wpy ci-dessus est obtenue numériquement). Sur la fig. 8.3 on voit plus de
détails sur la résonance principale. Pour les excitation faibles, la résonance a une allure que
I’'on peut comprendre : lorsqu’on excite le systeme avec une fréquence égale a la différence
de fréquence entre les deux premiers niveaux, on induit des transitions vers 1'état |1). Sur
les courbes ou I'amplitude de I’excitation est grande, on identifie plusieurs résonances. Elle
est plus difficile a interpréter ; certaines résonances correspondent & des transitions de la
forme :

In) — |n+1) (8.15)
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F1G. 8.3 — Réponse en fonction de w pour plusieurs amplitudes : a/,/h$2/C = 0.001, 0.005,
0.01 et 0.05, respectivement de bas en haut. Comme on s’y attend, la réponse est d’autant
plus forte que l'excitation est forte.
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tudes : a/4/h§2/C = 0.001, 0.005, 0.01 et 0.05, respectivement de bas en haut. Comme on
s’y attend, la réponse est d’autant plus forte que 'excitation est forte.
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et d’autres correspondent a des transitions de “second ordre” ou la fréquence d’excitation
vaut exactement la moitié de la fréquence de résonance entre deux niveaux de la forme :

In) — |n+2) (8.16)

Pour les tres fortes excitations, les transitions comme |0) — |1), |0) — |2), .. .ne sont plus
visibles parce que le systéme ne reste que tres peu de temps dans 'état |0).

8.2.3 Balayage en amplitude a la résonance “plasma”

Dans le but d’interpréter des grandeurs directement mesurables par 1’équipe expérimen-
tales, intéressons-nous au comportement du systeme lorsque la fréquence de ’excitation
vaut la fréquence plasma w,. Pour un oscillateur harmonique excité avec sa fréquence de
résonance, 1'énergie croit comme t2 (¢ - le temps) et diverge?. Il n’est pas ainsi pour un sys-
teme présentant une non-linéarité, aussi faible soit-elle. Dans le systeme qu’on étudie défini
par '’hamiltonien Hy, éq. 8.2, le terme cubique du potentiel rend le systeme anharmonique.
On entend par oscillateur anharmonique, un oscillateur dont la fréquence d’oscillation dé-
pend de son amplitude (donc de son énergie). Intuitivement, on comprend que si on excite
le systéme (initialement au repos) avec la fréquence de fond de puits du potentiel (donc
en résonance) alors son énergie va commencer a croitre. Seulement, lorsque 1’énergie croit,
la fréquence de résonance change et ’excitation n’est plus en résonance. Le comportement
d’un tel systeme est différent de celui d’un oscillateur harmonique.

Plus précisément, nous avons résolu numériquement 1’équation de Schrodinger dépen-
dant du temps pour une fréquence d’excitation w = w,, en résonance et des valeurs succes-
sives de 'amplitude a. Sur la fig. 8.5 on voit I’évolution au cours du temps de la population
de I’état fondamental lorsqu’on applique I'excitation. On voit qu’elle oscille avec une fré-
quence qu’on appellera Qg (contrairement & un oscillateur harmonique ot I’on ne peut pas
observer d’oscillation analogue). Il s’agit d’'un phénomene du a ’anharmonicité.

En ordre de grandeur 2z < €0; l'oscillation de la population se fait a une échelle de
temps tres grande devant 1’échelle de temps caractéristique de l'oscillateur, ce qui la rend
accessible expérimentalement. En particulier, on va s’intéresser a la dépendance Qg(a)
directement mesurée par I’'équipe expérimentale du CRTBT. Sur la fig. 8.6 on voit la com-
paraison entre les prédictions numériques et les mesures expérimentales ; nous constatons
une adéquation suffisante entre les deux.

8.2.4 Conclusion de I’étude numérique

L’approche numérique que nous avons appliquée au probleme nous a permis de confron-
ter ce modele simple aux résultats expérimentaux. Nous avons aussi vu quel était le régime

2pour s’en convaincre, on peut par exemple résoudre ’équation du mouvement d'un oscillateur en
présence d’une excitation sinusoidale :
i+ x? = cost (8.17)

On trouve que son énergie (2 + x2)/2 ~ t2/8
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F1G. 8.5 — Population des états |0), |1) et |2) en fonction du temps lorsqu’une excitation

de fréquence w, est appliquée au systeme.
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F1a. 8.6 — Fréquence d’oscillation de la population de 1’état |0) en fonction de 'amplitude
de l'excitation. lorsquune excitation de fréquence w, est appliquée au systeme. En trait
plein, le résultat du calcul numérique ; les points marqués avec des “+” correspondent aux
valeurs mesurées expérimentalement. Cette courbe est obtenue sans parametre ajustable.
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atteint par le systeme selon l'excitation qu’on lui applique. Cependant, on aimerait com-
prendre plus en détail la dynamique de ce systeme. On aimerait aussi trouver une “signature
quantique” accessible expérimentalement et voir si elle a été observée lors des mesures.

Pour ce faire, nous allons faire deux études : une étude dans le cadre de la mécanique
classique et une étude quantique. Ensuite nous allons comparer les résultats pour dégager
une différence entre les deux et reconnaitre une “signature quantique”.

8.3 Etude classique

Dans cette partie, nous souhaitons étudier la dynamique du systéeme classique décrit
par ’hamiltonien suivant :

P
Hz;—i-?—mp?’—agocoswt (8.18)

Il s’agit du systeme précédent décrit par 1'éq. 8.3. Dans la suite, nous allons utiliser des
méthodes de perturbation canonique [37, 38, 39, 40]. Tout d’abord, mettons 'excitation
sous une forme qui nous sera utile par la suite; pour cela, appliquons le changement de
variables suivant :

~

o = (8.19)
q = q—%sinwt (8.20)

Nous obtenons un nouvel hamiltonien?®

12 /12 /

q ¥ 3 Ay q .
H="-+4+"——0¢"” — = (¢ coswt — —sint 8.25

5 Ty ot =5l _sint) (8.25)
Dans ce qui suit nous allons nous intéresser exclusivement au cas ou l'excitation est en
résonance avec le fond du puits, nous allons prendre w = 1. Expérimentalement o et a

sont petits devant 1 en ordre de grandeur (o ~ 1072 et a ~ 1073). Ceci va nous permettre

3Ce changement de variable est généré par la fonction génératrice S suivante :
S(e,q) = (Q’ + 21 Sinwt) @ (8.21)
w

dans ce cas le changement canonique s’effectue par les équations :

oS
I — 8.22
@ o7 =~ ¢ (8.22)
aS ,a
q = % =q + o sin wt (8:23)
oS
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d’utiliser des méthodes de perturbation canonique. Ecrivons I'hamiltonien en termes de
variables angle-action (6,1) :

¢ = V2Icosf (8.26
¢ = V2Ising (8.27)

ol l'angle 6 est 2m-périodique et 'action I > 0. Ce changement de variable est valable pres
du fond du puits de potentiel ; on vérifie qu’il est canonique et on trouve pour I’hamiltonien :

H' =1 —0(20)%?cos® 0 —av/2I cos(6 — t) (8.28)
K v

Pour l'instant laissons de coté I'excitation V et concentrons sur le terme K, il correspond
a ’hamiltonien d’un oscillateur anharmonique. La méthode de perturbation canonique
consiste a trouver un autre jeu de variables canoniques angle-action (é, I ) dans lequel le
nouvel hamiltonien K = K (f ) ne dépend pas de 6. L’avantage en est qu’avec ces coordon-
nées, la dynamique du systeme est triviale :

do oK g

_ = ~:~I 2
&t a7~ “U) (8:29)
dl oK

o = _aé_o (8.30)

En effet, I reste constant au cours du temps, égal a sa valeur initiale et 6 croit uniformément
dans le temps avec une période T' = 27/&(I). Pour effectuer un tel changement canonique
on utilise une fonction génératrice S(6, I) telle que :

oS = -

6 = 5ﬂan (8.31)
oS, -
I = 250.1) (8.32)

En ce sens il faut considérer les variable 8 et I comme fonctions de (8, I).

Développements en puissances o

Pour déterminer K (1) nous allons suivre la méthode présentée dans les réfs. [37, 38].
Utilisons I'hypothese que o est petit devant 1 pour développer S et I autour de o = 0.
Formellement, cela s’écrit? :

S(0,1) = So+0S +0S,+... (8.33)
- - 08,05,

4Remarquons que pour ¢ = 0, nous devons avoir I = I et § = 4, d’ou les termes & l'ordre zéro du
développement ci-dessus
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Le nouvel hamiltonien par hypothese ne dépend pas de 6 et s’écrit comme une fonction
uniquement de I, on peut le développer comme suit :

K(I) = Ko(I) + o K7 (1) + 02 Ko (1) + . ... (8.35)

Par ailleurs, nous devons avoir :

K(I) = K(6,1(6,1)) (8.36)
= KO,I+ a% +o a;; +..) (8.37)

En développant K (6, 1) autour du point (6, I) nous obtenons :

SR - 0K 051 505,
K(I)—K(QJ)—l—Wx( 0 +o 0 +. ) (8.38)
En remplacant K par son expression on obtient finalement :
KI)=1+o¢ 38501 (2f)3/2cos30] + o? [852—3\/2] cos 9] +... (8.39)

Jusqu’ici nous n’avons rien fait de particulierement astucieux; on s’est contenté d’utiliser
I’hypothese que o est petit pour développer formellement K en séries. La convergence de
ces séries est discutée dans les réfs. [37, 38].

Méthode de la moyenne

Rappelons nous que nous voulons déterminer K et I pour comprendre la dynamique du
systeme. Pour cela, nous devons déterminer 0.57/90 et 0S5/06 dans I'expression ci-dessus.
Par identification, nous obtiendrons les expressions de Ky, K1, K» .. .Pour cela servons-nous
du fait que K (I) ne dépend pas de 6, alors :

~ o~ ~ 1 2 ..
KI:Kd:ef—/ K()do 8.40
(0= (Ry= [T R(D) (3.40)
il s’agit de la moyenne de K sur une période de 6, d’ou le nom de la méthode. Pour que
I’égalité ci-dessus soit vraie il faut que tous les termes du développement de K vérifient la
méme propriété. A I'ordre zéro, on identifie Ky dans 1’éq. 8.39 :

Ko(I)=1 (8.41)
A Pordre 1 : TS
Ko(I) = <K1>def > / [ S — (2D cos" 6| df (8.42)

En se rappelant que S (6, I ) est périodique en 6, on voit que le terme en 057 /96 ne contribue
pas a l'intégrale. Finalement on trouve :

Ki(I)=0 (8.43)



En déduit que :
051

00
Remarquons enfin, qu’il n’y a pas de correction a I’énergie au premier ordre en o. A 1'ordre
deux, on procede de la méme fagon :

Ko(l) = (i) & % /02” l% - 3\/5%] a9 (8.45)

= (21)*? cos® 0 (8.44)

De méme, le terme en 955/90 ne contribue pas & I'intégrale car Sy(6, I) est périodique. On
trouve :

Rl = —145i2 (8.46)

Nous allons nous arréter a l'ordre 2 en o. Finalement on obtient :

- - 1502 -
K)y=I-2"p (8.47)

En en déduit la dépendance de la fréquence d’oscillation du systeme en fonction de son

amplitude :

() =1- 150° ; (8.48)

8.3.1 Prise en compte de ’excitation

Placons nous dans le systeme de coordonnées canoniques (5, I) et écrivons l'excitation
V' (éq. 8.28). Comme l'excitation est d’amplitude treés faible (expérimentalement a atteint
1073), nous allons aller au premier ordre en a et 0. Ceci revient & négliger les termes de
la forme ac, ac?, a?, 03, etc. Dans ce cas I'excitation peut étre développée sous la forme :

V= —%J;fcos(t _d) (8.49)

En faisant encore un changement de variable canonique nous allons éliminer la dépendance
temporelle de I'excitation. Considérons le changement de variable (6, ) — (¢', ') de fonc-
tion génératrice S(,1') = (§—t)I'. Les nouvelles observables et le nouvel hamiltonien dans
ce systeme de coordonnées sont :

i ?g:p (8.50)

g - %:é—t (8.51)
K@) = ki~ 2 (8.52)
= —%02[’2—%@0086’ (8.53)
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Le probleme ne dépend plus du temps. Le sens physique de ce changement de variable
se voit dans la relation 8’ = 6 — ¢, c’est une sorte de référentiel tournant dans Pespace
de phase a vitesse angulaire constante égale a 1. Le nouvel hamiltonien est celui d’un
oscillateur anharmonique avec une force extérieure constante —a /2. On peut s’en convaincre
en posant :

r = V2I'cost (8.54)
y = V2I'sin@ (8.55)

Alors son hamiltonien H (z,y) < K'(¢/, 1) s'écrit

H(z,y)=— 1 5 —z (8.56)

1502 lﬁ + yzr _a
2

13

Le signe “—” devant le terme anharmonique indique juste qu’il tourne “a ’envers” dans
I’espace de phase.

8.3.2 Etude du point d’équilibre

Un point d’équilibre dans le systeme de coordonnées du “référentiel tournant” cor-
respond & une trajectoire périodique de période @w(I) en coordonnées directes. Le point
d’équilibre (xg, o) (il n’y en a qu’'un seul) vérifie I’équation suivante :

OH OH
a—x(l'myo) = 8—y($07y0) =0 (8.57)

En utilisant I'expression ci-dessus de H on trouve :

2a )1/3

s (8.58)

Yyo=0 et x9=— <
ici, x¢ donne 'amplitude de la trajectoire périodique dans les coordonnées directes. Il est
intéressant de remarquer que I'amplitude de la trajectoire stable est proportionnelle a
(a/ 02)1/ 3 ce qui implique que la trajectoire stable sera petite en amplitude seulement si
a < o%. C'est ce que nous allons supposer dans la suite ; ¢’est le régime atteint par I'équipe
expérimentale.

8.3.3 Petits écarts a 1’équilibre

Expérimentalement, les conditions initiales pour le systeme sont le repos, c-a-d x =y =
0. Ce point n’est pas un point d’équilibre dans le référentiel tournant ; nous allons donc
observer des oscillations “lentes” d’amplitude z¢ = (a/0?)/®. Les oscillations lentes dans le
référentiel tournant correspondent dans le référentiel direct a une modulation d’amplitude
des oscillations rapides. Comme zq est petit dans le régime qui nous intéresse, nous allons
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linéariser H autour du point stationnaire de fagon a étudier les oscillations lentes en termes
de “petites oscillations”. Le développement donne au second ordre en x et vy :

15v30%z5  (y/V3)* + ((z = 20)V3)?
4 2

H(z,y) = H(zo,y0) — (8.59)

Il s’agit de I'hamiltonien d'un oscillateur harmonique de fréquence Qp = 15v/30222/4. La
trajectoire dans le référentiel tournant est :

1/3
z(t) = 2o (1 — cosQpt) ot Qp=—V3 (%5) ! 52/3q2/3 (8.60)
Ceci correspond a une modulation totale de 'amplitude des oscillations en coordonnées
directes (on peut s’en assurer en déroulant a ’envers tous les changements de variables ef-
fectués jusqu’a présent). Expérimentalement on arrive a mesurer directement la fréquence
Qg(a) en fonction de 'amplitude de I'excitation. C’est la quantité qu’on a étudié numéri-
quement dans la section précédente.

8.3.4 Discussion

La pente a l'origine de la courbe Qg(a) ci-dessus est infinie lorsque a — 0. Manifes-
tement ce n’est pas le cas de la courbe numérique “exacte”, fig. 8.6. Ceci suggere de faire
I’étude quantique pour a — 0 pour comprendre ce qui se passe exactement. On s’attend a
ce que la différence entre classique et quantique soit la plus flagrante au point a = 0, en effet
lorsque 'excitation est faible on exploite la dynamique “basse énergie” qui est généralement
marquée par une signature quantique.

8.4 Etude quantique dans la limite a — 0

Numériquement, on constate (fig. 8.5) que lorsque l'on excite faiblement le systeme, a
la résonance uniquement les états |0) et |1) tendent a étre occupés. Physiquement, cela se
comprend : en effet, la fréquence de résonance w, entre les deux premiers niveaux differe
de la fréquence de résonance entre les niveaux successifs; pour des excitations de faible
amplitude, il n’est donc pas possible de les peupler. La dynamique se réduit, donc, aux deux
premiers niveaux. Ceci est d’autant mieux vérifié que 'amplitude d’excitation est petite.
Cette remarque va nous permettre de simplifier ’étude en adoptant la démarche suivante :
nous allons projeter la dynamique sur les deux premiers états stationnaires (espace de
Hilbert de dimension 2) et faire une étude d’un systéme a deux niveaux ordinaire.

Nous allons nous donner comme point de départ 'hamiltonien classique, le quantifier
puis projeter sur 'espace a deux états :

H= —op° — g(@ cost — gsint) (8.61)



Soit le projecteur sur l'espace a 2 états :
= ([0)(0] + [1)(1]) (8.62)

dans la suite nous allons considérer les observables projetées définies comme suit :

Hyn = TIH,II (8.63)
Hy = TIHII (8.64)
on = LIl (8.65)
Gn = gl (8.66)
a une constante pres, Hop s'écrit :
v W -1 0
Hon = 5 ( 0 1) (8.67)

Tout d’abord déterminons w,. Au lieu d’utiliser une approche “calcul perturbatif quanti-
que”, nous allons réutiliser le calcul classique de la section précédente. Partons de I’hamilto-
nien K (I) et quantifions-le. Comme les variables (6, ) sont des observables angles-actions,
le spectre des valeurs propres de I sont de la forme ¢, = (n + 1/2) avec n > 0 entier. On

en déduit que le spectre de :
1502

=7 =T 8.68
; (5.65)
est :
o2
€n=(n+1/2) — (n+1/2)* (8.69)
ceci nous livre la fréquence w, définie par :
1502
Wy ey — o = 20 (8.70)

Comme dans I’étude classique, nous allons nous placer au premier ordre en a et o2. Dans ce
cas les projections ¢y et gy des observables présentes dans le terme de 'excitation (éq. 8.61)
sont données par les observables d'un oscillateur harmonique de fréquence w,, projettes sur

les deux premiers niveaux :
I (0 1
n = | — 8.71
on = o (1 o) 8.7
N (T

Finalement, I’hamiltonien a deux niveaux s’écrit :

g (L0 _a 1 [0 e
HH_ 2 < 0 1) 2 pr (eiwpt 0 (873)
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Expérimentalement, 1’état initial est [¢)(0)) = |0) ; calculons I’évolution au cours du temps
de (0[¢)(t)) en résolvant 1’équation de Schrodinger :

A (o) _ 5 [0
() () o

C’est un probleme bien connu traité en détail dans de nombreux ouvrages de mécanique

quantique [30]; on pose :
% w e—z’wpt/Q
<X(1]> = (jlewptm (8'75)
Alors I’équation se simplifie :

d XO . Z.a; 1 0 1 XO
dt <X1> 2 2w, (1 0) <X1 (8.76)

qu’on résout sans peine; on trouve comme solution pour la quantité qui nous intéresse :

(O1) (£) = ¢ cos (w_;w) 677

La quantité mesurable expérimentalement est en fait | (0]¢) |?(¢) qui s’écrit :

a
V2w

Plus précisément, 1’équipe expérimentale a mesuré la dépendance de Qg(a) en fonction
I'amplitude a de l'excitation. Contrairement a la solution classique (section précédente)
oll on avait trouvé Qp o< a??, en mécanique quantique on trouve Qp o< a. Cette relation
reproduit parfaitement la courbe numérique fig. 8.6 pres du point a = 0.

1 0Y) 2(t) = = (1 4+ cosQpt) ou Q=

(8.78)

DO | —

8.5 Discussion

L’étude numérique nous a donné des résultats quantitatifs qui reproduisent les mesures
expérimentales. Les études analytiques classique et quantique nous ont permis de “sentir”
la dynamique. En particulier, les expressions obtenues Qg(a) quand a — 0 dans les deux
cas nous permettent d’apprécier la différence entre quantique et classique (cf. tab. 8.1)

Dans les deux cas on observe des oscillations dues a ’anharmonicité du systeme. Cepen-
dant la linéarité de Qr(a) a 'origine (dans le cas quantique) est une signature quantique
qui ne peut pas étre expliquée par la mécanique classique. On peut donc interpréter la
dynamique quantique en termes d’oscillations de Rabi a deux niveaux.

Sur la fig. 8.6 les points expérimentaux de Qg(a) pour a petit, sont alignes sur une
droite. On peut en conclure que le dispositif expérimental atteint un régime quantique a
deux niveaux. Son comportement est dominée par la nature quantique du dispositif.
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| régime comportement de Qg(a)

classique

QRo<a2/3

quantique
Or xa

TAB. 8.1 — Comportement de 2z lorsque a < 1 selon le régime
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Conclusion et perspectives

Nous avons étudié les effets de I'environnement a basse température sur un petit sys-
teme quantique. Pour mener cette discussion, nous avons étudié un modele tres simple : un
oscillateur harmonique (“la particule”) couplé a un bain d’oscillateurs harmoniques (“I’envi-
ronnement”). C’est un systéme hamiltonien qui, du point de vue de la mécanique classique,
modélise bien la dissipation et les fluctuations thermiques.

Nous avons considéré la version quantique du modele. Tout d’abord, nous avons étu-
dié I'état d’équilibre du systeme total ; pour ce faire, nous avons appliqué la “méthode de
la résolvante réduite”, courante en théorie spectrale. Elle nous a permis de calculer et de
discuter sous un angle nouveau l'opérateur densité réduit de la particule, déja obtenu par
d’autres méthodes [25, 24, 17]. Nous avons vu que méme a température nulle, la parti-
cule subit des effets thermiques effectifs résultant de son intrication avec I’environnement.
Ensuite, toujours grace a la méthode de la résolvante réduite, nous avons étudié 1’évolu-
tion quantique exacte de 'opérateur densité réduit de la particule : celui-ci tend pour les
temps longs vers I’état d’équilibre, malgré I’évolution unitaire du systeme total (particule
et environnement).

Ces résultats ne sont pas propres a la mécanique et se transposent naturellement aux
circuits électriques quantiques. Nous avons vu comment avec le méme formalisme on peut
coupler capacitivement un systéeme mécanique (un oscillateur harmonique) a un environne-
ment électrique (une résistance). Sur base de ces discussions, nous avons proposé 1'esquisse
d’un dispositif expérimental permettant d’illustrer les résultats précédents et de mettre en
évidence 'effet de I'environnement sur la particule. Dans le dispositif, une particule entre
dans une région “dissipative” ou elle est couplée avec un environnement contrélé. Elle y ré-
side suffisamment de temps pour se thermaliser avec ce dernier, puis elle en sort pour étre
mesurée dans interférometre de type Aharonov-Bohm donnant sa longueur de cohérence
spatiale. Celle-ci est réduite a cause du couplage entre particule et I'environnement : cette
derniere n’est pas capable de produire des interférences sur une longue distance. L’effet
persiste méme a basse température et il est d’autant plus important que le couplage avec
I’environnement est fort.

En perspective, ce dispositif nous a suggéré deux réalisations expérimentales possibles.
Tout d’abord, on peut penser a un gaz bidimensionnel d’électrons dans lequel, en absence
d’environnement, la longueur de cohérence des électrons pourrait atteindre en ordre de
grandeur la taille du circuit [33]. L’environnement dominant dans ce cas serait réalisé par un
circuit extérieur controlé. La difficulté dans ce type de dispositif serait la mesure précise de
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la longueur de cohérence des électrons ; en effet les contacts ponctuels semblent difficilement
réalisables. De plus, dans I’étude théorique, nous devons tenir compte du principe de Pauli,
et plus généralement des effets a IV particules, dans le gaz, comme discuté dans les travaux
de F. Marquardt et al. [53].

Une autre réalisation expérimentale du dispositif serait donné par un gaz d’atomes
froids dans un piege magnétique. La décohérence des atomes serait induite par les fluctua-
tions du champ magnétique appliqué (“I’environnement”). Des expériences similaires ont
été proposés par C. Schroll et al. [52] pour étudier la décohérence a haute température. 11
serait intéressant d’étendre la discussion au cas ou I’environnement est a basse température.
Dans ce cas, les effets étudiés dans cette these pourront étre mesurés.

Sur le plan théorique, nous avons vu que la méthode de la résolvante réduite nous a
permis de traiter d’'une maniere naturelle les problemes quadratiques ou la décomposition
de la dynamique en modes normaux est possible. Nous avons étudié un modele ou le
couplage entre la particule et ’environnement se fait par 'intermédiaire de leurs positions.
Il serait intéressant d’utiliser la méme approche pour aborder un modele similaire mais
avec un couplage plus général : en position et en impulsion.

Dans le dernier chapitre, indépendamment du travail sur la décohérence, nous avions
étudié la dynamique d’un SQUID-DC en présence d'une excitation radio-fréquences. Nous
avons ramené sa dynamique classique a celle d’un oscillateur harmonique “lent”, ¢’est donc
un probleme quadratique et on peut s’interroger quant a la possibilité d’y intégrer les effets
de I'environnement en utilisant I’approche considérée tout au long de cette these.
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Annexe A

Remarque sur le théoreme
fluctuation—dissipation

Pour un systéeme hamiltonien isolé, a ’équilibre thermique (lorsqu’il est dans un état
de Gibbs), le théoreme fluctuation—dissipation relie réponse impulsionnelle et fluctuations
statistiques. L’hypothese de “systeme hamiltonien fermé” est cruciale [41].

Un systeme ouvert, décrit par I’équation de Langevin (tel qu'une particule brownienne)
ne vérifie pas cette hypothese. On peut cependant appliquer le théoreme fluctuation—
dissipation a I’ensemble particule et environnement au sens du chapitre 3. Nous allons voir
qu'un modele pour I'environnement justifie 'emploi du théoreme fluctuation—dissipation
pour un systeme ouvert [25, 24, 17].

A.1 Enoncé du théoréeme fluctuation—dissipation

A.1.1 Notations et situation physique

Soit un systeme quantique d’hamiltonien H, indépendant du temps, supposons que pour
les temps négatifs ¢ < 0 son opérateur densité réduit soit un état de Gibbs (stationnaire)
a température 1/ :

e—ﬂﬁo

'OZZ

ot Z =tre PHo (A.1)

Soient z et y deux observables quelconques indépendantes du temps.

A.1.2 Définition de la réponse impulsionnelle

Supposons qu’a I'instant ¢ = 0, on excite le systeme avec une impulsion de sorte que
son hamiltonien soit :

~

H = Hy — ed(t) (A.2)
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ou € est un nombre réel petit. La valeur moyenne au cours du temps de 'observable ¢ peut
étre développée en série de € comme suit :

(Gc(t)) = (Go(t)) + €g(t) + o(e) (A.3)

cela définit ¢(t), la réponse impulsionnelle de § & &. Ci-dessus, 'opérateur ¢.(t) désigne la
représentation de Heisenberg de ¢ pour I’évolution générée par 'hamiltonien excité. L’'indice
€ est 1& pour rappeler que I’évolution se fait en présence d’excitation®. Insistons sur le fait
que ¢(t) ne dépend pas de ¢, elle a un sens a la limite ¢ — 0, en absence d’excitation.
Remarquons enfin que ¢(t) = 0 pour ¢ < 0, est conséquence de la causalité dans I’évolution
du systeme.

A.1.3 Définition de la fonction de transfert

La fonction de transfert pour le systeme ci-dessus est définie a partir de la transformée
de Laplace de sa réponse impulsionnelle :

(@)% lim /0 T p(t)e =t (A.5)

=0t

A.1.4 Enoncé de la formule de Kubo

Une démonstration élégante de la formule de Kubo se trouve dans le livre de E. Fick [41].
Ici, nous allons juste I’énoncer. Soit () la représentation de Heisenberg de l'observable y
lorsque le systeme évolue sans excitation (c’est a dire par I'hamiltonien Hy). La formule de

Kubo s’énonce : ]

8(t) = (55 [5(0),5(0)] ) Y (1 (A.0)
ou Y (t) est définie par :
vo={1 550 a7

Insistons sur le fait que I’évolution est générée par H, (sans excitation) et que le systeme
se trouve a tout instant dans un état de Gibbs (stationnaire), éq. A.1.

A.1.5 Enoncé du théoreme fluctuation—dissipation

Le théoreme fluctuation—dissipation est une réécriture de la formule de Kubo en terme
de la fonction de transfert x(w). Il s’écrit comme suit (cf. [41]) :

h 400 h .
(y(t) 2(0)) = —5- Im x(w) (1 + coth ﬁ%) et dw (A.8)
T J—o0
'Plus précisément :
(o) = x| U0 (A4)

ol U, est I'opérateur évolution a 'instant ¢ généré par ’hamiltonien H,
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A.2 L’oscillateur amorti avec le
théoreme fluctuation—dissipation

Un systeme ouvert (tel qu'une particule brownienne) décrit par 1’équation de Lange-
vin n’est pas défini par un hamiltonien et il n’est donc pas possible a priori d’appliquer le
théoreme fluctuation—dissipation. Cependant, comme expliqué dans les chapitres 3 et 4 I’en-
vironnement peut étre décrit de facon hamiltonienne ; on peut donc appliquer le théoreme
a I’ensemble particule et environnement, cf. [25, 26, 24, 17]. A titre d’exemple considérons
un oscillateur le harmonique couplé a un environnement 1’ensemble étant décrit par ’ha-
miltonien éq. 4.1, page 35. En représentation de Heisenberg, les équations du mouvement
sont données par éq. 4.9, page 36. Un calcul identique a celui de la section 1.2.1, page 10,
donne rigoureusement ’équation de Langevin quantique suivante :

d?g tdg R
— = _m0? _/ —~(t—7)T F Al
me mSq | a (t—7)T(r)dr + F(t) (A.9)
ou l'on a posé :
N
D(t) = > pw]coswgt (A.10)
i=0
: al 7i(0)
Fit) = > {(951(0) — ¢(0)) cosw;t + s sin wit} phiw? (A.11)
i=0 Wi

A la limite continue et pour un environnement est ohmique (cf. section 1.2.2, page 11),
I’équation de Langevin prend la forme suivante :

d*q dg = -
m— = —m§¥? —n— + F(t A12
= 1+ ) (A.12)

Supposons que le systéme total (ensemble particule et environnement) soit dans un état
de Gibbs a température 1/ et déterminons sa réponse impulsionnelle ¢(t) en choisissant
comme observables £ = ¢ et y = ¢. Pour ce faire trouvons I’équation a laquelle obéit la
réponse impulsionnelle ; dérivons deux fois par rapport au temps la formule de Kubo :

o = (40,4 Y (1) (A13)
i = {[a(0), Loy (A.14)
d?q dq

ihg = ([2(0), -z (DY (1) + {[d(0), — (O)])a(2) (A.15)

Cdt
En se rappelant que [§(0), p(0)] = ih et que mdq/dt = p on trouve que le second terme vaut
ihd. Pour calculer le premier terme, on remplace d2¢/ dt* par son expression de 1’équation
de Langevin et on trouve :

dg

s =14 DY (@) + {[4(0), E(t))Y (t) +ihs (A.16)

ihme = ([4(0), —mQq(®)])Y () + ([4(0)
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Le premier terme est proportionnel a ¢(t). En sortant la dérivation par rapport au temps
du commutateur, on identifie le second terme a —ihing. Comme F(t) et ¢(0) commutent,
le troisieme terme est nul. Au final on trouve :

meo + no + mQ%p = 4(t) (A.17)

On reconnait, la réponse impulsionnelle d'un oscillateur harmonique classique amorti. Pour
trouver la fonction de transfert, on prend la transformée de Laplace de I’équation ci-dessus
et on la résout. On trouve pour la partie imaginaire de y(w) :

nw

Imx(w) = T — W (A.18)
Injectons Zm x dans I'expression du théoreme fluctuation—dissipation on trouve :
NN A h [too nw Bhw .
Nao) = - [ 1+ coth 222 ) ¢t 4 A19
W080) = g [ e (1o ) eas (g

Si on prend ¢t = 0 on retrouve exactement I'expression de {¢?) de 1’éq. 3.75, page 29.

A.2.1 Discussion

Sur la base de considérations phénoménologiques et sans utiliser de modele pour 1’en-
vironnement, on aurait pu injecter la réponse impulsionnelle déduite de I’équation de Lan-
gevin classique dans le théoréme fluctuation—dissipation [25]. Alors on aurait obtenu stric-
tement le méme résultat que ci-dessus. A premiere vue, cela aurait pu paraitre surprenant
dans la mesure ou on aurait appliqué le théoreme fluctuation—dissipation a un systeme
ouvert (a priori incompatible avec les hypotheses requises). Mais considérer un modele
pour 'environnement permet de justifier les considérations phénoménologiques servant de
point de départ. Physiquement, on pourrait dire que la réponse impulsionnelle du systeme
contient aussi “I'information” sur I’environnement.
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Annexe B

Couplage entre z et ¢

On reprend le modele classique de la sec. 1.2, page 10, composé d'un oscillateur har-
monique couplé a un ensemble d’oscillateurs harmoniques. Et on y ajoute une coordonnée
supplémentaire z. Selon laquelle la dynamique est celle de la particule libre. On suppose
que le couplage entre particule et environnement dépend de z.

B.1 Hamiltonien
On suppose que la particule se déplace dans un plan paramétré par les coordonnées ¢

et z. Selon ¢ la dynamique est donnée par I’hamiltonien éq. 1.24, déja étudiée. Selon z on
prend la dynamique libre. Le couplage entre g et z se fait par I'hamiltonien suivant :

H:p2+—+v / ——|——g0—>\(z)q)2dw (B.1)

2m

Quand A(z) = 0 il n’y a pas de couplage entre particule et environnement, quand elle
A(z) = 1 le couplage est “total”. On remarque que si A est constante dans un domaine
alors les dynamiques selon z et ¢ sont indépendantes. Dans la suite on va s’intéresser plus
particulierement au cas ou A(z) fait un saut brusque.

B.2 Equations du mouvement

Les équations de Hamilton pour I’ensemble des coordonnées sont :

=2 5Tl [Tate - Mo de (5.2)
p=B p =X [ (e - M) de (B.3)
o= g it = —p?(p — A(2)q) (B.4)
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Pour trouver I'’équation du mouvement de la particule uniquement, on procede exacte-
ment comme dans la sec. 1.2, (on détaille pas les calculs ici). Cela revient a remplacer
formellement, :

q(t) — Az(t))q(?) (B.5)
il faut aussi bien prendre garde a ne pas oublier que z dépend du temps t. Finalement, on
obtient :

p = —%—Z FAG) [— / Pt - T)diT (A(=)q) dr + F(t)} (B.6)
p. = N(2)g [— /0 Tt - T)%(/\(z)q) dr + F(t)] (B.7)
olt Ton & posé comme précédemment :
T = /0  ? cos wi dw (B.8)
F(t) = /0 - [(% — A(20)40) cos wit + ,% sinwt} j6? dw (B.9)

20, 40, Po, Po(w), mo(w) représentent les conditions initiales du systeéme a l'instant ¢ = 0.

B.3 Discussion physique

On s’intéresse, ici au cas ou A(z) fait un saut brusque. Par “brusque”; on entend que
le temps que la particule met a franchir le saut de A\ est plus petit que tous les temps
caractéristiques de la dynamique selon ¢g. Cette derniere est caractérisée par les temps
suivants :

— Temps typique d’oscillation dans le potentiel V'(g).

— Temps typique de dissipation.

— Temps de mémoire de I’environnement.

Cette hypothese revient a considérer le cas ot A(z) est une fonction “marche” :

Mz) = Y(2) = {

Dans ce cas, on s’attend a observer des diffusions de la particule au passage du point z = 0.

0siz<0

1siz>0 (B-10)

B.4 Diffusion

Supposons que la vitesse selon z de la particule est telle qu’il existe un instant tq tel
que z(ty) = 0. Dans un premier temps nous allons étudier le cas ou la particule arrive a
franchir la barriere. Utilisons la forme particuliere de la fonction A :

Mz(t) = Yt —to) (B.11)

d
SAG() = 8t —t) (B.12)
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L’équation du mouvement selon ¢ s’écrit :
) ov t d
p = ~ g + A(2) l—/o [t — T)E()\(z)q) dr + F(t)] (B.13)

Le facteur A\(z) introduit au plus une discontinuité dans p, donc p est continue. L’équation
du mouvement selon z s’écrit :

p. = 6(2)q [— /O tF(t - T)di(Y(z)q) dr + F(t)} (B.14)

T

— 5(2)q [— /Ot It — T)diY(T)q(T) dr — /Ot Tt — )Y (2)§(r) dr + F(t)] (B.15)

T

Le second terme est nul pour t = ¢, multiplié par §(z) il reste zéro. Le premier terme se
simplifie, et finalement on obtient :

p= = 0(2)q[=T(0)q(to) + F(to)] (B.16)

On remarque que p,(t) s’écrit comme une fonction de z(¢). Dans ce cas on peut éliminer
la variable ¢ :

, dp:

dz

En se rappelant que Z = p,/m on obtient :

= 0(2)q[=T(0)q(to) + F(to)] (B.17)

%(fg) = 0(2)q[=T(0)q(to) + F(to)] (B.18)

D’ou, en intégrant autour du point z =0 :

2 2

AB, = J=(tf) - 5= () (B.19)
= —T(0)¢*(to) + F(to)q(to) (B.20)

L’énergie cinétique longitudinale fait un saut. Tout se passe comme si la particule traversait
une marche de potentiel.

B.5 Condition pour ne pas avoir de réflexion

Pour que la particule ne soit pas réfléchie par le bord de la zone dissipative il suffit
qu’elle ait une énergie cinétique longitudinale suffisante, telle que I'expression éq. B.19 ait
toujours un sens (énergie cinétique positive). Dans le cas ou initialement la particule et
I’environnement sont chacun dans un état de Gibbs, on peut estimer 1’énergie initiale F,
garantissant qu’on n’ait pas de réflexion :

E. > (JAE.|) (B.21)
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On exige que 'énergie longitudinale initiale soit beaucoup plus grande que le saut d’énergie
au passage du bord. C’est le cas si elle est beaucoup plus grande que chacun des termes de
AFE, qu’on moyenne :

E. > T(0) () (B.22)
B> ((Fo)” (B.23)

En remplacant I' et F' par leurs valeurs, et en remarquant que F' et g sont initialement
statistiquement indépendants, on obtient :

E., > / pw? dw <q2> (B.24)
0
oo 1/2
E, > [/ pw? (e(w)) dw <q2>} (B.25)
0
ou €(w) est la densité d’énergie de 'environnement définie par :
™ aw?

e(w) = Z + ¢ (B.26)
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Annexe C

Transmission entre le guide d’ondes
et les sondes

C.1 Coefficients de diffusion

Considérons le couplage entre le guide d’ondes est les deux sondes étudiés dans le
chapitre 7.2. Nous allons le réécrire sous la forme suivante :

Vi = allg) @ A)A (C.1)
Va2 = allg2) @) ([ (C.2)

On suppose que les états |f1) et | f2) des deux sondes sont localisés en leurs origines respec-
tives. Les états transversaux |g;) et |g2) du guide d’ondes sont localisés sur les points de
contact ¢ = x et ¢ = —x; de méme ’état longitudinal |f) est localisé a l'origine z = 0. La
constante réelle o traduit le couplage entre guide d’ondes et sondes. Notons que les états
du guide d’ondes sont normés et peuvent donc pas étre des pics de Dirac ; cependant, nous
allons les prendre tels que :

(1 =1 (C.3)
(21f) ~ VEO(2) (C4)

ou € est l'extension spatiale typique de 1'état |f). Nous nous intéressons aux états sta-
tionnaires de la particule composés d'une onde incidente, une onde réfléchie et trois ondes
transmises : une dans le guide d’ondes, et une dans chaque sonde. Supposons que 'onde
incidente soit dans le n’-eme canal du guide d’ondes (n'-éme état excité transversal). Elle
peut étre transmise et réfléchie dans tous les autres canaux; la fonction d’onde dans le
n-eme canal est de la forme :

Vg, 2) = Xn(Q)Pn(2) (C.5)

ol Xn(q) est la fonction d’ondes stationnaire de l'oscillateur harmonique “transversal”
d’énergie F,, = h(n + 1/2); la partie longitudinale ¢, (z) de la fonction d’ondes ci-dessus
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est composée d'une partie incidente, une partie réfléchie et une partie transmise :

if 2 <0 5nn’eiknz + Tne_iknz
(bn(z) = { >0 toeikn? (CG)

ol 0y, est le symbole de Kronecker, t,, et r, sont respectivement les coefficients de trans-
mission et de réflexion dans le n-eme canal et k,, est le vecteur d’ondes correspondant :

ko = /K2 + 2m(E, — E,)/1? (C.7)

Finalement, la fonction d’onde transmise dans chaque sonde est simplement une onde plane,
on peut ’écrire comme :

o1(z1) = spelal (C.8)
o9(29) = g€zl (C.9)

ou s1, So sont les coefficient de transmission du guide d’ondes vers les sondes et x est le
vecteur d’ondes correspondant :

k= /K2 + 2mE, /B (C.10)

Comme I'état est par hypothese stationnaire, il est état propre de 'hamiltonien de I'éq. 7.3,
nous pouvons écrire :

2

—2h—af + ae’25(z) i Xn(2)0n(0) = FEoy (C.11)
m n=0

2 [e'e)
—;L—mag + ae®?6(z) Z Xn(—2)0,(0) = Foy (C.12)

n=0

2

E,¢, — ;—md; + 0453/25(2)01(0))_<n(x)5(21) (C.13)
+ae®25(2)02(0)Xn(—2)0(22) = Ed¢n (C.14)

De ces trois équations et de la condition de continuité de ¢, nous déduisons I’ensemble
d’équations linéaires suivant :

ik (ty — Oy +70)/2m 4 ae®2soxn(—x) =
—h%iksy/2m + a2 0% X (2t

o O OO

—h2ikss/2m + ae¥2 % xn(—2)t (C.15)
6nn’ + 71y — tn =
finalement, nous obtenons :
ag’’m 1

= Ry (x) — Zxp (— C.16
S1 ?:hzlﬁl R2 + |Z’2[ X ($) X ( .Z')] ( )

ae®?m 1 _
= Ry (—x) — Zxw C.17
S92 ih2/€ R2 + ’Z’Q[ X ( l’) X ('T)] ( )
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ou :

a’edm? 1
R = 1+Wz)\—\xn(iﬂ)!2 (C.18)
a?edm? 1 _
Z = Th22 Z an(x)Xn(_x> (C.19)
2mkE,,

Considérons maintenant le cas simplifié ott A%k? > E,,. Alors, A\, — 1, et donc Z — 0 et
R — 1+ (aem/Rhk)?; enfin, les coefficients de transmission peuvent s’écrire comme :

s1 = T xw(x) (C.21)
Sg = T Xw(—2) (C.22)
o aem €l/?
T ik 14 (Ozem)Q (C.23)
hk

C.2 Franges d’interférence

Soit un état stationnaire dont la partie incidente est de la forme |x,) ® |k) ou |x,) est
un état stationnaire transversal et |k) une onde plane selon 'axe z. Alors la composante

transmise dans les deux sondes est :
51n|/€1>
C.24
< Son|k2) > ( )

ot |ky), |ke) sont des ondes planes et (s1,, S2,,) € C? sont les coefficients de transmission ;
ils peuvent dépendre de n et de k. D’apres le principe de superposition, si la particule dans
le guide est donnée par 'opérateur densité :

n,n’

o ®|k) (k| = (Z annflxn><xn/\) @ |k) (k| (C.25)
alors I’état transmis dans les sondes sera l'opérateur densité :

b= |72 o(z,x) ki) (k| oz, —x) ki) (ks
w = | | ( U(—x,x) ’k2></€1] U(—x, —a;) \k2><k2| ) (0.26)

Dans ce cas, la probabilité de trouver la particule dans le point d’intersection des deux
sondes ou les interférences se produisent est :

P(g) = (al(zali]a)|2) (C.27)
= [rP[o(z,2) + o(~z, —2) (C.28)

to(—x,2)e” + o(x, —x)e_i‘z’]
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Titre : Etude du couplage de petits systemes quantiques avec leur environnement : fluc-
tuations et décohérence a basse température.

Résumé : Dans cette these, on discute 'influence de I’environnement sur un petit systeme
quantique a basse température dans le cadre d'un modele tres simple : un oscillateur har-
monique ("la particule”) couplé & un bain d’oscillateurs harmoniques ("’environnement”).
Tout d’abord, on étudie I'état d’équilibre du systeme total en utilisant la "méthode de
la résolvante réduite”, courante en théorie spectrale. Elle permet de calculer et de discu-
ter sous un angle nouveau l'opérateur densité réduit de la particule, déja connu. A basse
température, la particule subit des effets thermiques effectifs résultant de son intrication
avec 'environnement. Ensuite, toujours grace a la méthode de la résolvante réduite, on
étudie I’évolution quantique exacte de 'opérateur densité réduit de la particule : celui-ci
converge vers ’état d’équilibre, malgré 1’évolution unitaire du systeme total. Ces résultats
se transposent naturellement aux circuits électriques quantiques. Avec le méme formalisme
on étudie le couplage capacitif d'un systeme mécanique (un oscillateur harmonique) a un
environnement électrique (une résistance). Sur base de ces discussions, on propose un dis-
positif expérimental permettant d’étudier les effets d’un environnement électrique controlé
sur une particule chargée. On montre que la longueur de cohérence spatiale de celle-ci est
réduite a cause du couplage entre la particule et 'environnement : L’effet persiste méme a
basse température et il est d’autant plus important que le couplage avec ’environnement
est fort.

Mots clés : environnement, basse température, fluctuations, dissipation, décohérence,
oscillateur harmonique, résolvante réduite

Title : Fluctuations and loss of quantum coherence in a system coupled to a low temper-
ature environment

Abstract : In this thesis, we discuss the influence of a zero temperature environment on
a small quantum system in the framework of a very simple model: a harmonic oscillator
("the particle”) coupled to a bath of harmonic oscillators ("the environment”). First, we
study the equilibrium state of the total system, using the "reduced resolvent” approach,
well-known in spectral theory. We calculate the reduced density operator of the particle.
At low temperature, the environment induces effective thermal effects. Then, by using the
same method, we consider the time-evolution of the reduced density operator of the particle.
The latter converges to the equilibrium state, despite of the unitary evolution of the total
system. These results can be transposed to quantum electric circuits. With the same
formalism we consider the coupling between a mechanical system (a harmonic oscillator)
and an electric environment (an ohmic resistor). Finally, we propose an experimental device
showing the effects induced by a controlled electric environment on a charged particle. We
show that the particle coherence length is reduced by the coupling between the particle
and the environment. The effect persists in the zero temperature limit.

Keywords : environment, low temperature, fluctuations, dissipation, decoherence, har-
monic oscillator, reduced resolvent



