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1.8 Equipartition de l'�energie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

1.8.1 Equipartition pour un milieu �elastique in�ni . . . . . . . . . . . . . 99



TABLE DES MATI�ERES 3

1.8.2 D�enombrement dans l'espace r�eciproque . . . . . . . . . . . . . . . 100

1.8.3 M�ethode g�en�erale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 101

1.9 Plan de la deuxi�eme partie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103

2 Equation de di�usion vectorielle 109

2.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

2.2 Di�usion approximation for elastic polarization. . . . . . . . . . . . . . . . 111

2.2.1 Derivation of the generalized di�usion equation. . . . . . . . . . . . 113

2.2.2 Conventional di�usion equation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116

2.3 Finite media and boundary conditions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 117

2.3.1 Free surface. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

2.4 Time-dependent solution for the unbounded medium. . . . . . . . . . . . . 120

2.4.1 Role of dissipation. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122

2.5 Solution for a half-space with a free surface boundary condition. . . . . . . 123

2.6 Solution for a slab. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125

2.7 Conclusions. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

3 Transport d'ondes �elastiques 133

3.1 Introduction . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

3.2 A Schr�odinger-type equation for Elastic Waves . . . . . . . . . . . . . . . . 136

3.3 Propagation of Elastic Waves in a Layer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

3.3.1 Eigenmodes of a homogeneous elastic plate . . . . . . . . . . . . . 139

3.3.2 Extinction time of the eigenmodes 	n . . . . . . . . . . . . . . . . 140

3.4 Transport Equation in a Layer . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144

3.4.1 Equipartitioned solution . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145

3.4.2 Dynamics of the Equipartition Process . . . . . . . . . . . . . . . . 146

3.5 Di�usion Approximation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148

3.6 Coherent Backscattering near the Free Surface . . . . . . . . . . . . . . . . 153

3.6.1 Monopolar source at depth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

3.6.2 Isotropic Explosion . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

3.6.3 Dipolar Source . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

3.6.4 Double-couple source at depth . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

3.7 Conclusions and Outlook . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

4 Observation de l'equipartition des ondes sismiques 167



4 TABLE DES MATI�ERES

5 Bilan et perspectives 181



5

Premi�ere partie

Transport de la lumi�ere �a travers un

milieu h�et�erog�ene





Chapitre 1

Introduction

1.1 Pr�esentation

La propagation d'une onde �a travers un milieu d�esordonn�e est un ph�enom�ene bien

connu que l'on retrouve dans de nombreux domaines. En astrophysique, par exemple, dans

le cadre de la propagation d'ondes �electromagn�etiques �a travers des gaz interstellaires ou

les atmosph�eres solaires et plan�etaires, en sismologie avec la propagation d'ondes sismiques

dans la terre, lors de la conduction des �electrons dans les m�etaux, mais aussi en imagerie

m�edicale lors de la propagation d'ondes acoustiques ou �electromagn�etiques �a travers les

tissus humains, ou bien plus simplement, en regardant le soleil par un jour nuageux.

Toutes ces disciplines semblent tr�es �eloign�ees les unes des autres du fait de leurs �echelles

respectives (du nanom�etre pour l'optique aux kilom�etres pour la sismologie) et par leurs

probl�ematiques, mais sont confront�ees au même probl�eme ; �a savoir comprendre comment

se propage une onde �a travers un nombre plus ou moins grand d'obstacles r�epartis de

fa�con al�eatoire.

Le degr�e d'h�et�erog�en�etit�e du milieu est une donn�ee fondamentale car il d�etermine la

nature des ph�enom�enes physiques observ�es. Par exemple, dans un bar tr�es enfum�e, la

lumi�ere des spots lumineux n'est pas multiplement di�us�ee. Il est toujours possible de

suivre la direction de la lumi�ere qui trace des chemins rectilignes. On dit que l'on est

dans un r�egime de di�usion simple. Par contre, par un jour de tr�es fort brouillard, le ciel

apparâ�t uniform�ement lumineux, même en regardant dans la direction du soleil; ou de

nuit, les phares des voitures cr�eent des halos lumineux et ne donnent pas naissance �a des

faisceaux rectilignes comme les spots du bar. Dans ces situations nous sommes en pr�esence
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de di�usion multiple. La lumi�ere a �et�e di�us�ee de nombreuses fois et a compl�etement perdu

la m�emoire de sa direction initiale avant de nous parvenir.

En fonction des disciplines, l'�etude de la propagation d'une onde �a travers un milieu

d�esordonn�e a pour but de r�epondre �a des questions di��erentes. Cependant on peut les

classer g�en�eralement selon trois probl�ematiques.

1. Comment d�eterminer les caract�eristiques physiques d'une onde incidente sur un

milieu h�et�erog�ene �a partir de son onde transmise? C'est le probl�eme auquel sont

confront�es les astrophysiciens. Par exemple, la lumi�ere �emise par les �etoiles est alt�e-

r�ee par les nuages intergalactiques et les atmosph�eres solaire et plan�etaire. Le but

est alors de \remonter" aux propri�et�es de la lumi�ere incidente �a partir des observa-

tions [1].

2. R�esoudre le probl�eme inverse, c'est-�a-dire d�eterminer les caract�eristiques du milieu

�a partir de la d�etection des ondes di�uses. La propagation de l'onde dans le milieu

h�et�erog�ene a alors un but d'imagerie. C'est la probl�ematique de l'imagerie m�edicale

mais aussi de la sismologie. En utilisant des propri�et�es des champs di�us, Vidale et

al [2, 3] auraient mis en �evidence une super rotation du noyau interne de la terre :

le noyau interne de la terre tournerait l�eg�erement plus vite que la partie externe de

la terre.

3. R�esoudre le probl�eme direct, c'est-�a-dire d�eterminer les propri�et�es de transport d'une

onde �a travers un milieu h�et�erog�ene. C'est la question qui se pose lors de la pro-

pagation d'�electrons �a travers les m�etaux ou de la lumi�ere �a travers des milieux

h�et�erog�enes par exemple. Il s'agit alors de d�eterminer les propri�et�es statistiques de

propagation telle que la conductance, les 
uctuations de conductance [4], etc. La

th�ematique de la propagation des �electrons dans des syst�emes d�esordonn�es est tr�es

dynamique car, pour de petits syst�emes �a basse temp�erature, les �electrons gardent

une coh�erence quantique, ce qui fait de la propagation des �electrons dans les m�e-

taux un probl�eme ondulatoire quantique tr�es riche. De plus, il existe de nombreuses

analogies entre la propagation des �electrons et des ondes �electromagn�etiques. C'est

d'ailleurs une des motivations de cette premi�ere partie de th�ese.

Mais avant de poursuivre il est utile d'introduire quatre longueurs caract�eristiques qui

sont fondamentales pour comprendre la propagation des ondes dans des milieux d�esor-

donn�es.
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1.2 Les longueurs caract�eristiques

La propagation d'une onde dans un milieu d�esordonn�e introduit cinq longueurs ca-

ract�eristiques : la longueur d'onde �, la longueur d'extinction (souvent appel�ee le libre

parcours moyen) l, le libre parcours moyen de transport l�, la longueur de coh�erence L�

pour les ondes quantiques ou la longueur d'absortion La pour les ondes classiques et en�n

la taille du syst�eme L.

La longueur d'extinction l repr�esente la distance caract�eristique sur laquelle le champ

coh�erente, ucoh, d�ecrô�t d'un facteur e. On peut facilement montrer que la longueur

d'extinction l correspond �a la distance moyenne entre deux di�usions de l'onde sur les

h�ete�rog�en�eit�es du milieu. La longueur d'extinction est donn�ee par la relation l = 1=n�,

o�u n est la densit�e de di�useurs et � la section e�cace totale des di�useurs [1, 5]. Le libre

parcours moyen de transport l� repr�esente, quant �a lui, la distance moyenne n�ecessaire

pour qu'une onde perde la m�emoire de sa direction initiale. Pour des di�useurs qui ont des

sections e�caces di��erentielles tr�es piqu�ees vers l'avant, l� peut être beaucoup plus grand

que la longueur d'extinction l. A l'inverse, pour des di�useurs �a sections e�caces isotropes

le libre parcours moyen de transport et la longueur d'extinction co��ncident, l� = l. On

montre que l� = l= < 1� cos � >, o�u < � � � > d�enote la moyenne sur la fonction de phase

de la section e�cace di��erentielle [1, 5].

La longueur de coh�erence L�, propre aux syst�emes quantiques, d�ecrit la longueur pour

laquelle la fonction d'onde garde sa coh�erence de phase. Pour des distances sup�erieures

�a L�, la phase de la fonction d'onde est irr�em�ediablement d�etruite par des processus in-

�elastiques comme les interactions electron-phonon, et les e�ets d'interf�erences quantiques

disparaissent. La longueur de coh�erence L� d�epend fortement de la temp�erature et est

typiquement de l'ordre du micro-m�etre pour les �electrons �a tr�es basse temp�erature.

La propagation d'ondes classiques se fait g�en�eralement de fa�con coh�erente (une excep-

tion est la propagation de la lumi�ere dans les gaz atomiques o�u l'e�et Doppler d�etruit la

coh�erence de phase des ondes) mais est limit�ee par l'att�enuation. La longueur d'absorption

est donn�ee par La =
p
D�a o�u D est la constante de di�usion du milieu et �a le temps

d'absorption. Pour un syst�eme o�u L > La les ondes sont signi�cativement absorb�ees.

Les ph�enom�enes physiques sont totalement di��erents suivant les in�egalit�es entre les

quatre longueurs �, l�, L et L�;a. Cela nous conduit �a cinq r�egimes di��erents [6].

1. Si � � L�;a < l� < L, les ondes quantiques se comportent comme des particules

car avant chaque di�usion l'aspect ondulatoire de la fonction d'onde est perdu. Ce

r�egime est identique �a celui du transport de particules. Il a �et�e �etudi�e au d�ebut du
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si�ecle et porte aussi le nom de transfert radiatif \classique".

2. Si �� l� � L�;a � L, les e�ets d'interf�erences quantiques sont possibles mais tr�es

att�enu�es. La manifestation de ce r�egime intervient par des quantit�es de transport

d�ependantes explicitement de la longueur de coh�erence L� [6].

3. Si � � l� � L � L�;a, nous sommes dans le r�egime dit m�esoscopique de faible

d�esordre. La propagation de l'onde est coh�erente et de multiples di�usions ont lieu.

C'est le r�egime de la localisation faible, du cône de r�etrodi�usion coh�erente [7] et des


uctuations universelles de conductance [8]. Il a �et�e particuli�erement �etudi�e dans les

vingt derni�eres ann�ees.

4. Si � � l� � L � L�;a, nous sommes dans le r�egime dit m�esoscopique de fort

d�esordre. C'est probablement le r�egime le plus compliqu�e et le plus riche. Il donne lieu

�a la localisation forte d'Anderson [9] (pr�edite th�eoriquement en 1958), qui stipule que

la propagation d'une onde dans un milieu tr�es fortement d�esordonn�e est impossible.

5. �� L < l�; L�;a. C'est le r�egime balistique qui est bien connu en �electromagn�etisme

[10] et lors de la propagation certaines ondes sismiques [11]. Le d�esordre n'entre pas

en jeu lors de la propagation.

Chacun de ces cinq r�egimes est un champ d'�etudes en lui-même. Le r�egime sur lequel

nous allons nous concentrer est le r�egime m�esoscopique de faible d�esordre, c'est-�a-dire le

r�egime trois.

1.3 Le r�egime m�esoscopique de faible d�esordre

Les propri�et�es de transport des syst�emes m�esoscopiques faiblement d�esordonn�es sont

tr�es particuli�eres. Supposons que l'on d�esire �evaluer le transport de l'intensit�e d'un point

A �a un point B. A chaque chemin i est associ�e un champ partiel ui (�gure 1.1). L'intensit�e

au point B est donc

I(A! B) =
X
i;j

uiu
�

j =
X
i

juij2 +
X
i6=j

uiu
�

j :

Le premier terme correspond �a la contribution de chaque chemin alors que le deuxi�eme

correspond aux e�ets d'interf�erence entre les chemins. Les e�ets d'interf�erence sont souvent

n�eglig�es, pourtant si l'on pose A = B, chaque chemin i est parcouru dans les deux sens

avec la même amplitude, ce que nous notons ui = u+i = u�i , voir �gure 1.1. L'intensit�e
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A=B

A

B

Fig. 1.1 - Le transport de l'intensit�e d'un point A �a un point B est donn�e par la somme

sur les di��erents chemins. Lorsque A = B les e�ets d'interf�erences font que l'intensit�e est

le double de l'intensit�e \classique".

associ�ee au chemin i est donc donn�ee par la somme sur les sens de parcours du produit

des amplitudes :

Ii(A = B) =
X

s;s0=+;�

usiu
s0�
i = 2juij2 + 2uiu

�

i = 4juij2:

Elle est deux fois plus �elev�ee que la valeur obtenue sans interf�erences 2juij2 [12]. Ceci est

le m�ecanisme responsable du cône de r�etrodi�usion coh�erente de la lumi�ere [7].

Même si les coe�cients de transmission moyens sont correctements d�ecrits par une

th�eorie de Boltzmann classique, il a �et�e montr�e, au milieu des ann�ees 1980, que des conduc-

teurs m�esoscopiques faiblement d�esordonn�es donnent lieu �a des 
uctuations anormales de

la conductance d'un �echantillon �a un autre. Ce ph�enom�ene a �et�e appel�e 
uctuations uni-

verselles de conductance (UCF) [8] car ces 
uctuations sont ind�ependantes de la taille du

syst�eme, de la nature du d�esordre et même de la dimensionalit�e du syst�eme.

Imaginons un �l de cuivre �a temp�erature ambiante, de section S et de longueur L

macroscopique. Pour ce syst�eme nous sommes dans le r�egime dit du transport de particules

car la longueur de coh�erence des �electrons est tr�es inf�erieure �a la longueur du �l, L� L�.

La conductance est donn�ee par la loi d'Ohm, g = S�=L o�u � est la conductivit�e �electrique.

En subdivisant le �l en N sections de longueur L�, qui correspondent aux sections o�u le

transport des �electrons est coh�erent, la loi des grands nombres dit que les 
uctuations de

conductance �g =
p
< g2 > � < g >2 sont donn�ees par,

�g

< g >
=

1
p
N
/

s
L�

L
;

soit �g / L�3=2. On s'attend donc �a de tr�es faibles 
uctuations de conductance d'un

�echantillon �a un autre. Chaque section de longueur L� apparâ�t comme une r�ealisation
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du d�esordre et les propri�et�es du �l en son entier sont donn�ees par une moyenne sur

les r�ealisations du d�esordre. Le syst�eme est dit auto-moyennant car les 
uctuations de

conductance suivent la loi des grands nombres.

En revanche pour les syst�emes m�esoscopiques faiblement d�esordonn�es, la conductance

sans dimension est donn�ee par la formule de Landauer g =
P

a;b Tab, o�u Tab est le coe�cient

de transmission d'un canal a vers un canal b [4]. On montre que la conductance moyenne

est donn�ee par < g >� k20Sl
�=L o�u k0 est le nombre d'onde, comme dans la th�eorie de

Boltzmann [4]. En revanche les 
uctuations de conductance d'un �echantillon �a l'autre sont

�g � 1, et ceci ind�ependamment de L [4]. Par cons�equent,

�g

< g >
/ L:

Ceci illustre le fait que les syst�emes m�esoscopiques faiblement d�esordonn�ees ne sont pas

des milieux auto-moyennants. Cette d�eviation �a la loi des grands nombres est en relation

directe avec les e�ets d'interf�erences, qui ne peuvent pas être n�eglig�es, même �a l'�echelle L

de l'�echantillon.

Les chapitres qui suivent sont relatifs �a la description des propri�et�es de transport des

syst�emes m�esoscopiques faiblement d�esordonn�es. La probl�ematique est de d�eterminer les

propri�et�es de transport telles que les coe�cients de transmission, la conductance ainsi

que les corr�elations et les 
uctuations de ces quantit�es tout en prenant rigoureusement

en compte les e�ets de coh�erence. Nous nous sommes plus particuli�erement int�eress�es �a

l'aspect vectoriel des ondes �electromagn�etiques car dans la plupart des travaux th�eoriques

actuels la lumi�ere est assimil�ee �a une onde scalaire.

1.4 Plan de la premi�ere partie

Au chapitre 2, nous pr�esenterons les propri�et�es de transport d'une onde acoustique

dans un milieu m�esoscopique faiblement d�esordonn�e. Les r�esultats de ce chapitre sont

connus et peuvent être obtenus par plusieurs m�ethodes. Nous utiliserons les m�ethodes

diagrammatiques qui permettront de d�eterminer le coe�cient de transmission moyen de

l'intensit�e pour une onde plane incidente. Les corr�elations entre les coe�cients de trans-

mission de l'intensit�e sont le coeur du chapitre 2 car elles d�eterminent les 
uctuations

des coe�cients de transmission autour de leur valeur moyenne. Le calcul de la fonction

de corr�elation de l'intensit�e transmise nous am�enera �a introduire trois nouvelles fonc-

tions de corr�elation, connues dans la litt�erature sous les noms de C(1), C(2) et C(3). Nous

montrerons que la fonction de corr�elation C(3) explique les 
uctuations universelles de
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conductance. Finalement, nous �etudierons l'in
uence de l'att�enuation, caract�eris�ee par la

longueur d'absorption La, sur les propri�et�es de transport.

Au chapitre 3 nous �etudierons les propri�et�es de transport d'une onde �electroma-

gn�etique polaris�ee �a travers un milieu m�esoscopique faiblement d�esordonn�e. La di�cult�e

propre �a cette �etude est de prendre en compte l'aspect vectoriel des ondes �electromagn�e-

tiques. Les r�esultats du chapitre 3 sont nouveaux car, jusqu'�a pr�esent, l'aspect vectoriel

de la lumi�ere a toujours �et�e n�eglig�e. Les m�ethodes de r�esolution diagrammatique �etant

particuli�erement techniques, l'organisation du chapitre 3 est volontairement tr�es proche

de celle du chapitre 2. Nous nous reporterons souvent aux r�esultats acoustiques pour al-

l�eger autant que possible les calculs. Nous verrons que l'�etude du transport d'une onde

�electromagn�etique polaris�ee introduit une forme de fonction de corr�elation de l'intensit�e

transmise tr�es int�eressante. Elle g�en�eralise le calcul e�ectu�e pour une onde acoustique

mais permet, en croisant les polarisations des ondes, de mesurer directement la fonction

de corr�elation C(3), qui est le coeur des 
uctuations universelles de conductance.

Pour conclure, au chapitre 4, nous donnerons un bilan de cette premi�ere partie et

nous pr�esenterons les perspectives exp�erimentales des corr�elations de l'intensit�e transmise

pour des ondes polaris�ees circulairement
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Chapitre 2

Propagation coh�erente d'une onde

acoustique �a travers un milieu

h�et�erog�ene : transmission,

corr�elations et 
uctuations

2.1 Introduction

Imaginons une onde acoustique incidente sur un milieu d�esordonn�e de longueur L et

de surface S = W �W (�gure 2.1). Statistiquement, au bout d'un libre parcours moyen,

l'onde rencontre une h�et�erog�en�eit�e et change de direction par di�usion. L'onde r�esultante

va de nouveau se propager dans le milieu avant de rencontrer un nouveau di�useur. Dans le

r�egime m�esoscopique de faible d�esordre, caract�eris�e par �� l� � L� L�;a, les multiples

di�usions redistribuent al�eatoirement la phase de l'onde, mais ne la d�etruisent pas comme,

par exemple, l'e�et Doppler.

On pourrait penser que la nature al�eatoire du milieu tendrait �a moyenner les interf�e-

rences. En r�ealit�e il n'en est rien et la �gure d'interf�erences est tavel�ee (�gure 2.1) (speckle

en anglais) [1, 2]. Ces irr�egularit�es de l'intensit�e n'ont rien de fortuit. Une nouvelle r�ea-

lisation du d�esordre donnera des tavelures similaires dans leur forme et leur r�epartition

mais bien sp�eci�ques de cette r�ealisation. De fait, la �gure d'interf�erences est tr�es sensible

au moindre d�eplacement d'un di�useur [3] ; elle est l'empreinte digitale du d�esordre.
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Fig. 2.1 - La propagation d'une onde �a travers un milieu multiplement di�usant g�en�ere

une �gure d'intensit�e tr�es complexe. Les di��erents chemins de propagation interf�erent les

uns avec les autres pour former une image tavel�ee.

Dans ce chapitre nous allons �etudier les propri�et�es de transport d'une onde scalaire �a

travers un milieu m�esoscopique faiblement d�esordonn�e. Apr�es avoir calcul�e les coe�cients

de transmission ainsi que la conductance moyenne nous allons nous concentrer sur les

corr�elations et les 
uctuations des coe�cients de transmission. Ceci nous am�enera �a in-

troduire trois fonctions de corr�elations, connues dans la litt�erature sous les noms de C(1),

C(2) et C(3) [2, 3, 4, 5]. Nous verrons qu'elles d�ecrivent respectivement les 
uctuations du

coe�cient de transmission, les 
uctuations du coe�cient de transmission totale et en�n

les 
uctuations de conductance [3, 5]. Nous �etudierons aussi l'in
uence de l'absorption

sur les propri�et�es de transport [5, 6, 7].

2.2 Transmission, corr�elations et 
uctuations : d�e�-

nitions

Soit une onde plane acoustique, d'intensit�e I0, incidente sur un milieu h�et�erog�ene avec

la direction ka et �emergente avec la direction kb (�gure 2.1). On peut introduire trois
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coe�cients de transmission ainsi que leurs fonctions de corr�elation respectives [5].

1. En premier lieu d�e�nissons la transmission et la corr�elation angulaire de l'intensit�e.

Notons Tkakb = I(ka;kb)=I0 le coe�cient de transmission d'une onde monochroma-

tique incidente avec la direction ka et �emergente avec la direction kb. La fonction

de corr�elation du coe�cient de transmission est d�e�nie par

< �Tkakb�Tka0kb0 >=< TkakbTka0kb0 > � < Tkakb >< Tk
a0
k
b0
>;

o�u < � � � > d�enote une moyenne sur les r�ealisations du d�esordre. Les 
uctuations de

Tkakb autour de sa moyenne < Tkakb > s'obtiennent en posant ka = ka0 et kb = kb0.

Nous verrons que les corr�elations de l'intensit�e sont directement li�ees �a ce que nous

appellerons la fonction de corr�elation C(1) [3, 4, 5].

2. Il est aussi possible de mesurer, pour une direction de l'onde incidente ka, la somme

des intensit�es �emergentes en transmission. Exp�erimentalement ceci peut s'e�ectuer

par le biais d'une sph�ere d'int�egration �a la sortie du milieu [8]. Cela nous am�ene �a

introduire le coe�cient de transmission total que nous notons Tka, Tka =
P

kb
Tkakb,

et sa moyenne < Tka > sur les r�ealisations du d�esordre. Les corr�elations de Tka sont

d�e�nies par

< �Tka�Tka0 > = < TkaTka0 > � < Tka >< Tk
a0
>;

=
X
kb;kb0

< �Tkakb�Tka0kb0 > :

Nous verrons que cette quantit�e est directement li�ee �a la fonction appel�ee C(2) [3,

4, 5].

3. Finalement, si l'on somme Tkakb sur les directions des ondes incidentes et transmises,

nous acc�edons �a la conductance T =
P

ka;kb
Tkakb et �a la conductance moyenne que

nous noterons, en lien avec la formule de Landauer [3], g0scal =
P

ka;kb
< Tkakb >. Les


uctuations de la conductance autour de sa valeur moyenne sont caract�eris�ees par

la fonction

< �T 2 > = < T 2 > � < T >2;

=
X

ka ;k0a;kb;kb0

< �Tkakb�Tka0kb0 > :

et nous verrons qu'elles sont donn�ees par la fonction de corr�elation C(3). C'est cette

fonction qui va d�ecrire les 
uctuations universelles de conductance (UCF) [3, 4, 5].
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La question qui nous occupe �a pr�esent est de d�eterminer le coe�cient de transmission

moyen < Tkakb > et le corr�elateur < TkakbTka0kb0 >. Ceci nous permettra d'acc�eder aux

autres coe�cients de transmission et �a leurs 
uctuations d�ecrites pr�ec�edemment.

2.2.1 La fonction de corr�elation Cka;ka0;kb;kb0

Le coe�cient de transmission de l'intensit�e Tkakb est le produit du coe�cient de trans-

mission du champ acoustique tkakb = Eka(kb)=E0 et de son complexe conjugu�e t�kakb :

Tkakb = tkakbt
�
kakb

. La corr�elation < TkakbTka0kb0 > se d�ecompose par cons�equent en trois

termes [9],

< TkakbTka0kb0 > = < tkakbt
�

kakb
tk

a0
k
b0
t�k

a0
k
b0
>;

= < tkakbt
�

kakb
>< tk

a0
k
b0
t�k

a0
k
b0
>

+ < tkakbt
�

k
a0
k
b0
>< tk

a0
k
b0
t�kakb >

+�4(tkakb; t
�

kakb
; tk

a0
k
b0
; t�k

a0
k
b0
): (2.1)

Les deux premiers termes de la relation (2.1) sont le r�esultat de l'application du th�eor�eme

de Wick alors que le troisi�eme terme correspond �a la correction aux champs non Gaussiens

[9]. On reconnâ�t dans le premier terme de (2.1) le produit < Tkakb >< Tk
a0
k
b0
> alors

que le deuxi�eme terme apparâ�t comme le module carr�e du corr�elateur du coe�cient de

transmission du champ acoustique. Par cons�equent < TkakbTka0kb0 > se r�e�ecrit

< TkakbTka0kb0 >=< Tkakb >< Tk
a0
k
b0
> +j < tkakbt

�

k
a0
k
b0
> j2 + �4(tkakb; t

�

kakb
; tk

a0
k
b0
; t�k

a0
k
b0
):

Introduisons maintenant la fonction de corr�elation Cka;ka0 ;kb;kb0
d�e�nie par [3, 4, 5],

Cka;ka0 ;kb;kb0
�

< �Tkakb�Tka0kb0 >

< Tkakb >< Tk
a0
k
b0
>
;

�
j < tkakbt

�

k
a0
k
b0
> j2

< Tkakb >< Tk
a0
k
b0
>

+
�4(tkakb; t

�

kakb
; tk

a0
k
b0
; t�k

a0
k
b0
)

< Tkakb >< Tk
a0
k
b0
>

;

� C
(1)
ka;ka0 ;kb;kb0

+ C
(2)
ka;ka0 ;kb;kb0

+ C
(3)
ka;ka0 ;kb;kb0

; (2.2)

o�u �Tkakb = Tkakb� < Tkakb > et �Tk
a0
k
b0
= Tk

a0
k
b0
� < Tk

a0
k
b0
>. La fonction C(1) est

d�e�nie par le rapport de j < tkakbt
�

k
a0
k
b0
> j2 sur < Tkakb >< Tk

a0
k
b0
> alors que le

rapport �4(tkakb; t
�

kakb
; tk

a0
k
b0
; t�k

a0
k
b0
) sur < Tkakb >< Tk

a0
k
b0
> va pouvoir se d�ecomposer

en deux termes, C(2) et C(3). Nous verrons dans les sections suivantes que C(1) est le

terme dominant de la corr�elation de l'intensit�e transmise. La d�ecomposition en C(2) et

C(3) de la fonction �4 correspond �a des m�ecanismes de corr�elation di��erents et revêt un

sens physique bien particulier [3, 4, 5].
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2.3 Calcul de la transmission et de la fonction de

corr�elation Cka;ka0;kb;kb0

Dans cette section nous allons d�etailler le calcul des di��erents termes C(1), C(2) et C(3).

Pour cela consid�erons une onde scalaire monochromatique de pulsation !0 se propageant

dans un milieu al�eatoire lin�eaire non absorbant. L'amplitude du champ acoustique E est

solution de l'�equation d'onde scalaire,

4E(r) + k20(1 + �(r))E(r) = J(r); (2.3)

o�u J(r) est la source du champ, �(r) repr�esente les 
uctuations de l'indice de r�efraction

et k0 = !0=c0 est le nombre d'onde. Le d�esordre du milieu est enti�erement caract�eris�e par

les 
uctuations de l'indice de r�efraction �(r). Par cons�equent, pour d�ecrire compl�etement

le syst�eme, il faut sp�eci�er les propri�et�es statistiques de �(r), c'est-�a-dire l'intensit�e des


uctuations aussi bien que leurs corr�elations spatiales. Nous supposerons que �(r) ob�eit

�a une statistique de bruit blanc Gaussien,

< �(r) > = 0;

k40 < �(r)�(r0) > = 
�(r� r0);

le symbole < : : : > marquant la moyenne d'ensemble sur les r�ealisations du d�esordre.

On peut montrer que la statistique de bruit blanc Gaussien de �(r) est �equivalente �a

une collection de di�useurs de Rayleigh (c'est-�a-dire que les di�useurs ont une taille ca-

ract�eristique tr�es inf�erieure �a la longueur d'onde) r�epartis al�eatoirement dans le milieu

[10],

�(r) =
NX
i=1

v0�(r� ri);

dans la limite o�u la densit�e � de di�useurs et v0 v�eri�ent la relation,

� !1 v0 ! 0 et �v20 = constante:

Il est important de remarquer que la section e�cace d'un di�useur de Rayleigh est isotrope

et qu'il n'y a, par cons�equent, pas de di��erence entre le libre parcours moyen l et le libre

parcours moyen de transport l�.

La fonction de Green moyenne de l'�equation (2.3) est donn�ee par G(r; r0) =< g(r; r0) >

o�u g(r; r0) est solution de l'�equation d'onde,

4g(r; r0) + k20(1 + �(r))g(r; r0) = �(r� r0):
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La fonction de Green moyenne G(r; r0) s'obtient par des techniques perturbatives clas-

siques [9]. Elles consistent �a d�evelopper G en une s�erie ayant pour param�etre �(r) [8, 9,

11, 12]. Chaque terme de la s�erie peut alors être vu comme un ordre dans la di�usion

multiple. Pour un milieu �a 3 dimensions, on montre que la fonction de Green moyenne

est donn�ee, en espace de Fourier, par [3, 11]

G(k;k0) = �(k� k0)
1

k2 � �2
avec �2 = (k20 + ik0=l);

qui se r�e�ecrit en espace direct,

G(r; r0) =
e�1=(2l)jr�r

0jeik0jr�r
0j

4�jr� r0j
:

Le libre parcours moyen l est reli�e aux 
uctuations de l'indice de r�efraction �(r) par la

relation 
 = 4�=l [3, 11]. L'intensit�e coh�erente dans le milieu s'obtient simplement en

prenant le module carr�e de la fonction de Green moyenne,

Icoh(r; r
0) = j < g(r; r0) > j2 /

e�jr�r
0j=l

(r� r0)2
:

La d�ecroissance exponentielle de l'intensit�e coh�erente Icoh d�ecrit la profondeur de p�en�etra-

tion du faisceau coh�erent (loi de Beer-Lambert). Le libre parcours moyen l est la longueur

caract�eristique sur laquelle s'att�enue le faisceau coh�erent.

2.3.1 Intensit�e di�use

A la di��erence de l'intensit�e coh�erente, qui est le module carr�e du champ, l'intensit�e dif-

fuse est d�e�nie comme la moyenne du module carr�e du champ acoustique. Par cons�equent

le coe�cient de transmission de l'intensit�e di�use est donn�e par < Tkakb >=< tkakbt
�

kakb
>.

Aussi si l'on visualise le coe�cient de transmission du champ tkakb par une somme sur les

chemins de di�usions multiples � des coe�cients de transmission partiels, tkakb prend la

forme [3],

tkakb =
X
�

A�e
iS�k0 ;

o�u A� est l'amplitude d'une onde ayant suivi le chemin � et S� son chemin optique [3].

Le produit < tkakbt
�
k
a0
k
b0
> devient alors

< tkakbt
�

k
a0
k
b0
>=

X
�;�0

< A�A�0e
i(S��S�0 )k0 > :

A premi�ere vue, �evaluer < tkakbt
�

kakb
> semble tr�es di�cile, mais si l'on analyse de pr�es

les di��erents termes de la somme nous nous apercevons que tous les produits de deux
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Fig. 2.2 - Propagation d'une onde (en trais plein) et de sa complexe conjugu�ee (en poin-

till�es) le long d'un chemin de di�usion multiple. Les phases des deux ondes se compensent

exactement le long de ces chemins.

chemins di��erents disparaissent apr�es la moyenne sur les di��erentes r�ealisations. En e�et,

deux chemins di��erents � 6= �0, ont des chemins optiques ind�ependants. La quantit�e

ei(S��S�0 )k0 est par cons�equent une variable complexe al�eatoire et, de ce fait, la moyenne

sur les r�ealisations annule le terme A�A�0e
i(S��S�0 )k0 . Le corr�elateur < tkakbt

�

kakb
> se

r�eduit donc �a une somme sur les mêmes chemins comme indiqu�e en �gure 2.2. Sur ce

diagramme, des ondes partielles et leur complexes conjugu�es se propagent selon la même

suite de di�useurs et ainsi les phases des ondes se compensent exactement. Ce type de

diagramme est appel�e diagramme en �echelle (ladder diagram en anglais). A ce stade il est

important d'introduire l'op�erateur L qui repr�esente la somme de tous les diagrammes en

�echelle [3, 5, 8, 11] d�ebutant sur un di�useur en r1 et �nissant sur un di�useur en r2. Cet

op�erateur d�ecrit la propagation de l'intensit�e di�use d'un di�useur en r1 �a un di�useur

en r2 et par cons�equent ne d�epend pas des quatre variables r1, r3, r2 et r4 mais seulement

de deux, r1 et r2 [3],

L(r1; r3; r2; r4) = L(r1; r2)�(r1 � r3)�(r2 � r4):

De plus on montre que L(r1; r2) est solution de l'�equation de di�usion [11],

�4L(r1; r2) =
12�

l�3
�(r1 � r2): (2.4)

En espace de Fourier, pour un milieu in�ni �a trois dimensions, l'op�erateur L est donc

donn�e par [11]

L(q) =
12�

l�3q2
:
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Fig. 2.3 - Description graphique du corr�elateur < tkakbt
�

k
a0
k
b0
>.

Pour la g�eom�etrie de la tranche, L doit ob�eir aux conditions aux limites suivantes :

L(z1 = 0; z2 = L) = 0:

Par cons�equent la solution de l'�equation (2.4) est [3, 5]

L(z1; z2; �1 � �2) =
1

2�

Z
d2p

12�

l�3
sinh(p(L � z>)) sinh(pz<)

p sinh(pL)
ei(�1��2)�p; (2.5)

o�u z> = max(z1; z2) et z< = min(z1; z2) et o�u nous avons not�e r1 = (z1; �1) et r2 = (z2; �2).

Le propagateur L ne d�epend que de �1 � �2 car le syst�eme est invariant par translation.

Le corr�elateur < tkakbt
�

k
a0
k
b0
> s'obtient en attachant �a L les ondes incidentes et �emer-

gentes (voir �gure 2.3) puis en int�egrant sur toutes les positions possibles du premier et

du dernier di�useur [3]

< tkakbt
�

k
a0
k
b0
>/

Z
d2r1d

2r2d
2r3d

2r4e
�ika�r1eika0 �r3L(r1; r3; r2; r4)eikb�r2e�ikb0 �r4:

Pour simpli�er, nous supposerons que les ondes incidentes et �emergentes subissent leur

premi�ere et derni�ere di�usion �a un libre parcours moyen l� des surfaces. Le traitement

complet des conditions aux limites est tr�es compliqu�e mais ne change pas fondamentale-

ment le r�esultat obtenu par cette approximation [5, 12, 13]. L'int�egration sur r1 = (�1; z1),

r2 = (�2; z2), r3 = (�3; z3) et r4 = (�4; z4) se r�eduit donc �a une int�egration sur �1, �2, �3

et �4. En se pla�cant au voisinage de l'incidence normale le corr�elateur devient [3],

< tkakbt
�

k
a0
k
b0
>=

 
l�

2k0S

!2 Z
d2�1d

2�2e
�i�qa��1L(l�; L� l�; �1 � �2)e

i�qb��2; (2.6)
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o�u �qa et �qb sont les composantes parall�eles aux interfaces des vecteurs ka � ka0 et

kb � kb0. Dans l'expression (2.6) les deux termes de phase e�i�qa��1 et ei�qb��2 sont dus

aux interf�erences entre les deux faisceaux incidents en r1 et les deux faisceaux �emergents

en r2. En e�ectuant le changement de variable � = �1 � �2 il vient

< tkakbt
�

k
a0
k
b0
>=

 
l�

2k0S

!2 Z
d2�d2�2e

�i�qa ��e�i(�qa��qb)��2L(l�; L� l�; �);

puis en int�egrant sur � et �2 et en utilisant l'expression de L(l�; L� l�; �1� �2) donn�ee en

(2.5), nous obtenons l'expression suivante pour < tkakbt
�

kakb
> [3, 5, 12]

< tkakbt
�

k
a0
k
b0
>=

16�

3k20S
��qa;�qb

sinh2�qal
�

�qal� sinh�qaL
; (2.7)

qui se r�eduit, pour les petites valeurs de �qal
�, �a

< tkakbt
�

k
a0
k
b0
>=

16�l�

3k20SL
��qa;�qb

�qaL

sinh�qaL
:

Le terme ��qa;�qb est la marque de l'invariance du syst�eme par translation.

2.3.2 Coe�cient de transmission et conductance

Si nous posons ka = ka0 et kb = kb0 la relation (2.7) n'est autre que le coe�cient de

transmission de l'intensit�e < Tkakb > �a travers le milieu. En introduisant le nombre de

modes support�es par le syst�eme, N = k20S=4�, il vient [12]

< Tkakb >=
4l�

3NL
: (2.8)

On remarque que < Tkakb > est ind�ependant de l'orientation des ondes incidentes et

�emergentes et correspond au r�esultat \classique" obtenu par la th�eorie de Boltzmann.

Le coe�cient de transmission total moyen < Tka > et la conductance moyenne g0scal

du syst�eme se d�eduisent facilement de l'expression pr�ec�edente de < Tkakb > en sommant

respectivement sur les directions kb et ka [12],

< Tka > =
X
kb

< Tkakb >=
4l�

3L
;

g0scal =
X
ka;kb

< Tkakb >=
k20Sl

�

3�L
=

4Nl�

3L
:

Il est important de noter que dans le r�egime m�esoscopique faiblement d�esordonn�e, g0scal est

g�en�eralement beaucoup plus grand que 1 car k20S = 4�2S=�2 � 1 l'emporte sur le rapport

l�=L. Pour g0scal < 1 nous entrons dans le r�egime m�esoscopique fortement d�esordonn�e.
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Fig. 2.4 - Repr�esentation diagrammatique du terme de corr�elation C(1). Les deux dia-

grammes en �echelle ne sont pas connect�es.

2.3.3 Calcul de C(1)

Nous pouvons maintenant facilement �evaluer le terme C(1) de la corr�elation de l'inten-

sit�e transmise Cka;ka0 ;kb;kb0
grâce aux relations (2.7) et (2.8). Il vient [3, 4, 5]

C
(1)
ka;ka0 ;kb;kb0

= j < tkakbt
�

k
a0
k
b0
> j2=(< Tkakb >< Tk

a0
k
b0
>)

= ��qa;�qb

�
L

l�

�2  sinh2�qal
�

�qal� sinh�qaL

!2

: (2.9)

Pour des petits angles d'incidence, �qal
� � 1, l'expression de C(1) se simpli�e en

C
(1)
ka;ka0 ;kb;kb0

= ��qa;�qbF1(�qaL);

o�u la fonction F1 est donn�ee par

F1(x) =
x2

sinh2 x
; F1(0) = 1; F1(x!1)! x2e�2x:

D'un point de vue diagrammatique, le termeC(1) de la fonction de corr�elationCka ;ka0 ;kb;kb0

est repr�esent�e par la �gure 2.4. Les deux diagrammes en �echelle, qui repr�esentent respec-

tivement < tkakbt
�

k
a0
k
b0
> et < t�kakbtka0kb0 >, sont d�econnect�es [3, 4, 5, 12]. Le r�esultat est

le produit des deux diagrammes.

La fonction ��qa;�qb , de C
(1)
ka;ka0 ;kb;kb0

illustre ce qui a �et�e appel�e l'e�et m�emoire [3, 14,

15]. Pour que le terme C(1) soit non nul, il est n�ecessaire que �qa = �qb. En d'autres

termes, si nous changeons la direction de l'onde incidente, ce qui revient �a changer le

vecteur �qa = qa � qa0, alors la �gure de tavelures est d�eplac�ee du même angle. Ainsi,

même dans un milieu multiplement di�usant, il est possible de \suivre" l'orientation du

faisceau incident. Malheureusement lorsque �qa devient de l'ordre de 1=L, il faut prendre
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Fig. 2.5 - Repr�esentation graphique des fonctions F1, F2 et F3. La fonction F1 d�ecrô�t

exponentiellement avec l'argument x alors que la fonction F2 d�ecrô�t en 1=x et que F3 est

constante.

en compte le terme de d�ecorr�elation F1, mais n�eanmoins l'e�et m�emoire est remarquable

dans un milieu fortement h�et�erog�ene.

La repr�esentation graphique de la fonction F1 est donn�ee sur la �gure 2.5. La d�e-

croissance est exponentielle avec l'argument �qaL, ce qui induit que la corr�elation entre

di��erentes directions est tr�es faible. Pour cette raison C(1) porte le nom de corr�elation �a

courte port�ee.

2.3.4 Calcul de C(2)

Dans cette section nous allons nous concentrer sur le terme C(2) de la fonction de

corr�elation Cka;ka0 ;kb;kb0
d�e�nie par la relation (2.2). Les deux diagrammes qui donnent

naissance �a C(2) sont repr�esent�es sur la �gure 2.6 [3, 4, 5, 12]. A la di��erence de la

�gure 2.4, qui est la repr�esentation diagrammatique de C(1), les diagrammes en �echelle

sont connect�es par le biais de ce qui est appel�e un vertex de Hikami [16]. Le terme de

corr�elation C(2) s'�ecrit [3, 5, 12]

C
(2)
ka;ka0 ;kb;kb0

= C
(2)
I + C

(2)
II ;
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Fig. 2.6 - Repr�esentation diagrammatique des deux termes donnant naissance �a la corr�e-

lation C(2). A la di��erence de la corr�elation C(1) les diagrammes en �echelles sont connec-

t�es.

o�u la forme explicite de C
(2)
I est

C
(2)
I /

Z
dr1dr2dr3dr4dra1dra3drb2drb4e

�ika�ra1eika0 �ra1e�ika0 �ra3eika�ra3

L(ra1; r1)L(ra3; r3)H(4)(r1; r2; r3; r4)L(r2; rb2)L(r4; rb4): (2.10)

En utilisant la même approximation que celle utilis�ee au cours du calcul de < tkakbt
�

a0b0 >,

C
(2)
1 se r�e�ecrit sous la forme [3]

C
(2)
I /

Z
dr1dr4dr3dr4d�a1d�b2d�a3d�b4e

�i�qa�(�1��2)L((�a1; l�); r1)

L((�a3; l�); r3)H(4)(r1; r2; r3; r4)L(r2; (�b2; L� l�))L(r4; (�b4; L� l�)):(2.11)

Le vertex de Hikami H(4)(r1; r3; r2; r4) est donn�e, �a l'ordre le plus bas dans la s�erie de

perturbation par les trois diagrammes de la �gure 2.7 [3, 4, 5, 12, 16]. Le premier dia-

gramme est simplement l'�echange d'un champ entre le diagramme en �echelle du haut et le

diagramme en �echelle du bas alors que pour les deux autres diagrammes l'�echange se fait

avec une di�usion. En espace de Fourier, o�u le calcul est plus ais�e, le vertex de Hikami

s'�ecrit

H(4)(p1;p3;p2;p4) = H1(p1;p3;p2;p4) +H2(p1;p3;p2;p4) +H3(p1;p3;p2;p4);

avec p1 + p2 + p3 + p4 = 0 et o�u H1, H2 et H3 sont

H1(p1;p3;p2;p4) =

Z
dq

(2�)3
G(q� p1)G

�(q+ p3 + p4)G(q+ p4)G
�(q);
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Fig. 2.7 - Repr�esentation diagrammatique des trois termes constituant le vertex de Hikami

H(4) �a l'ordre le plus bas dans la s�erie de perturbation.

H2(p1;p3;p2;p4) =
4�

l

Z
dq

(2�)3
dq0

(2�)3
G(q� p1)G

�(q)G(q+ p4) �

G(q0 � p3)G
�(q0)G(q0 + p2);

H3(p1;p3;p2;p4) =
4�

l

Z
dq

(2�)3
dq0

(2�)3
G�(q0 � p4)G(q

0)G�(q0 + p3)�

G�(q� p2)G(q)G
�(q+ p1):

Le calcul deH1,H2 etH3 s'e�ectue en d�eveloppant la fonction de Green moyenneG(q+p)

au deuxi�eme ordre en q autour de p [8, 12],

G(q+ p) = G(p)�
h
q2 + 2q � p

i
G(p)2 + 4(q � p)2G(p)3 +O(q3);

avec

G(p) =
1

p2 � �2
; �2 = k20 + ik0=l;

puis en int�egrant sur les impulsions libres q et q0. Le calcul est relativement long mais

direct et nous arrivons au r�esultat suivant [3, 4, 5, 12],

H(4)(p1;p3;p2;p4) =
�l5

48�k2
(2p1 � p3 + 2p2 � p4 � p2

1 � p2
2 � p2

3 � p2
4): (2.12)

Il est maintenant possible de calculer le terme C
(2)
I [3, 5, 12],

C
(2)
I =

1

g0scal
F2(�qaL);
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o�u la fonction F2 est donn�ee par

F2(x) =
sinh 2x� 2x

2x sinh2 x
; F2(0) =

2

3
; F2(x!1) �

1

x
; (2.13)

et g0scal, la conductance moyenne du syst�eme

g0scal =
k20l

�S

3�L
:

Le calcul de C
(2)
II est identique �a celui de C

(2)
I en permutant le rôle des indices a, a0, b et

b0. La fonction de corr�elation C(2) est par cons�equent [3, 5, 12],

C
(2)
ka;ka0 ;kb;kb0

=
1

g0scal
[F2(�qaL) + F2(�qbL)] :

La repr�esentation graphique de la fonction F2 est donn�ee sur la �gure 2.5. Il int�eressant

de remarquer que la corr�elation C(2) contient un facteur 1=g0scal qui la rend beaucoup plus

petite que la corr�elation C(1). En revanche la d�ecroissance est alg�ebrique avec l'argument

�qa;bL (en 1=x) et est donc beaucoup plus lente que celle de C(1). Cela en fait un terme

de corr�elation �a longue port�ee. Nous ne retrouvons pas d'e�et m�emoire. La corr�elation

C(2) a �et�e mesur�ee lors de plusieurs exp�eriences : pour des syst�emes optiques par le groupe

d'Amsterdam [17] ainsi que par le groupe du professeur Maret [18] ; lors d'exp�eriences de

micro-ondes par le groupe du professeur Genack du Queens College (USA) [7, 19].

2.3.5 Calcul de C(3)

De fa�con tr�es sch�ematique la contribution C(3) �a la corr�elation de l'intensit�e transmise

vient d'un double m�elange des diagrammes en �echelle. Soit par la succession de deux

vertex de Hikami H(4), similaires �a celui calcul�e dans la section pr�ec�edente, soit par le

biais d'un nouveau vertex de Hikami, H(6) (voir �gure 2.8) [3, 4, 5, 12]

C
(3)
ka;ka0 ;kb;kb0

= C
(3)
I + C

(3)
II :

Il y a plusieurs fa�cons de connecter les diagrammes en �echelle repr�esent�es par l'op�erateur

L aux deux vertex de Hikami H(4) [12]. N�eanmoins, et toujours tr�es sch�ematiquement,

une premi�ere contribution �a C(3) est donn�ee par

C
(3)
I �

Z
dr1dr2LLH(4)(r1)L�L�H

(4)(r2)LL (2.14)

Les deux premiers propagateurs L font di�user les champs jusqu'au premier vertex de

Hikami H(4) alors que L� et L� font le lien entre les deux vertex de Hikami. Finalement

les deux derniers propagateurs font di�user les champs jusqu'�a l'interface de sortie.
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Fig. 2.8 - Repr�esentation diagrammatique sch�ematique des deux diagrammes donnant

naissance au terme de corr�elation C(3).
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Fig. 2.9 - Un des diagrammes constituant le vertex de Hikami H(6).
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Nous n'exposons pas la m�ecanique de H(6) qui est constitu�e, au premier ordre en

perturbation, par 16 diagrammes [12], simplement nous montrons un de ces diagrammes

en �gure 2.9. Un calcul similaire �a celui qui a conduit �a la relation (2.9) de H(4) permet

d'obtenir la relation suivante pour H(6) [5, 12]

H(6)(p1;p2;p3;p4;p5;p6) =
�l7

96�k40
(p1 � p2 + p2 � p3 + p3 � p4 + p4 � p5 + p5 � p6

+p6 � p1 + p2
1 + p2

2 + p2
3 + p2

4 + p2
5 + p2

6):

La deuxi�eme contribution �a C(3) est donn�ee par

C
(3)
II �

Z
dr1LLH(6)(r1)L�LL: (2.15)

Les deux premiers propagateurs font di�user les champs jusqu'au vertex de Hikami H(6).

Le propagateur L� part et arrive sur le vertex de HikamiH(6). Finalement les deux derniers

propagateurs font di�user les champs jusqu'�a l'interface de sortie.

Le calcul complet de C(3) est di�cile et tr�es technique aussi nous ne le d�etaillerons

pas ici. Voici le r�esultat en fonction de la dimensionalit�e du syst�eme [5, 12]

C
(3)
ka;ka0 ;kb;kb0

=

 
1

g0scal

!2

8>>><>>>:
2
15

quasi 1D;
3
�3
�(3)W

L
quasi 2D;

1
2�

W 2

L2 3D;

(2.16)

o�u � est la fonction zeta de Riemann.

Le terme de corr�elation C(3) est un terme constant ind�ependant des directions des

ondes incidentes et �emergentes. Il n'y a pas de d�ecorr�elation ce qui fait de C(3) un terme

de corr�elation de port�ee in�nie. C'est le terme le plus petit de la s�erie C(1), C(2) C(3) de

Cka;ka0 ;kb;kb0
(2.2) dû au facteur (1=g0scal)

2, ce qui le rend particuli�erement di�cile �a mesurer

exp�erimentalement. La premi�ere mise en �evidence exp�erimentale directe de C(3) dans un

syst�eme optique est tr�es r�ecente et est due �a l'�equipe du professeur Maret [18]. Pour les

syst�emes �electroniques, les 
uctuations universelles de conductance, qui sont le re
et de

la corr�elation C(3) comme nous allons le voir dans la section suivante, ont �et�e observ�es

exp�erimentalement au milieu des ann�ees quatre vingt [20, 21]. Il est beaucoup plus facile

d'observer les 
uctuations universelles de conductance dans un syst�eme �electronique que

la corr�elation C(3) en optique. La corr�elation C(3) est di�cile �a s�eparer des deux termes

C(1) et C(2).
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2.4 R�esum�e et interpr�etation physique

Dans cette section nous allons r�esumer les r�esultats des sections pr�ec�edentes sur les

fonctions de corr�elation de l'intensit�e transmise �a travers un milieu al�eatoire et pr�esenter

leur interpr�etation physique. Nous avons d�e�ni la corr�elation de l'intensit�e par

Cka;ka0 ;kb;kb0
�

< �Tkakb�Tka0kb0 >

< Tkakb >< Tk
a0
k
b0
>
� C

(1)
ka;ka0 ;kb;kb0

+ C
(2)
ka;ka0 ;kb;kb0

+ C
(3)
ka;ka0 ;kb;kb0

: (2.17)

Les sections 2.3.3, 2.3.4 et 2.3.5 nous ont permis d'arriver �a l'expression

Cka;ka0 ;kb;kb0
= ��qa;�qbF1(�qaL) +

1

g0scal
[F2(�qaL) + F2(�qbL)] +

 
1

g0scal

!2

F3; (2.18)

o�u les fonctions F1, F2 et F3 sont

F1(x) =
x2

sinh2 x
; F1(0) = 1; F1(x!1) � x2e�2x; (2.19)

F2(x) =
sinh 2x � 2x

2x sinh2 x
; F2(0) =

2

3
; F2(x!1) �

1

x
; (2.20)

F3(x) =

8>>><>>>:
2
15 quasi 1D;
3
�3
�(3)W

L
quasi 2D;

1
2�

W 2

L2 3D;

(2.21)

et le coe�cient g0scal

g0scal =
k20Sl

�

3�L
=

4Nl�

3L
:

Il est important de noter que ces r�esultats sont le produit d'un d�eveloppement per-

turbatif. Toutefois le calcul des termes suivants dans le d�eveloppement n'engendre pas de

nouvelles fonctions de corr�elation C(4), C(5)..., mais des corrections en puissance de 1=g0scal

aux trois fonctions de corr�elations C(1), C(2) et C(3) d�ej�a existantes. On peut montrer que

le facteur 1 devant la fonction F1 est modi��e par des corrections en 1=g0scal et en (1=g
0
scal)

2,

alors que le facteur 1=g0scal de la fonction F2 est modi��e par un terme en (1=g0scal)
2 [7].

2.4.1 Interpr�etation physique des termes C(1), C(2) et C(3)

Nous voyons que c'est le terme C(1) qui domine les corr�elations de l'intensit�e transmise

(2.18), car la conductance moyenne est beaucoup plus grande que 1, g0scal >> 1. Ceci

revient �a dire que la fonction de corr�elation C(1) d�ecrit les corr�elations de l'intensit�e d'une

onde acoustique transmise �a travers un milieu h�et�erog�ene. De plus, si nous posons ka = ka0
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et kb = kb0, il vient

< �T 2
kakb

> � < Tkakb >
2 C

(1)
ka=ka0 ;kb=kb0

;

� < Tkakb >
2 :

Nous voyons que les 
uctuations du coe�cient de transmission Tkakb sont du même ordre

de grandeur que le coe�cient de transmission moyen < Tkakb >. C'est exactement la

description d'une �gure de tavelure o�u, d'un point �a l'autre de l'�ecran, l'intensit�e 
uctue

�enorm�ement.

Pour obtenir les corr�elations du coe�cient de transmission totale

�Tka =
X
kb

(Tkakb� < Tkakb >);

il est n�ecessaire de sommer (2.17) sur les directions kb et kb0

< �Tka�Tka0 >=
X
kb;kb0

< Tkakb >< Tk
a0
k
b0
>
h
C

(1)
ka;ka0 ;kb;kb0

+ C
(2)
ka;ka0 ;kb;kb0

+ C
(3)
ka;ka0 ;kb;kb0

i
:

�Etant donn�e la forme de C(1), C(2) et C(3) et la relation < Tkakb >= 4l�=3NL (relation

(2.8)) il vient

X
kb;kb0

< Tkakb >< Tk
a0
k
b0
> C

(1)
ka;ka0 ;kb;kb0

�
 
l�

L

!2
F1(�qaL)

N
;

X
kb;kb0

< Tkakb >< Tk
a0
k
b0
> C

(2)
ka;ka0 ;kb;kb0

�
l�

L

F2(�qaL)

N
;

X
kb;kb0

< Tkakb >< Tk
a0
k
b0
> C

(3)
ka;ka0 ;kb;kb0

�
1

N2
:

Il apparâ�t que le terme
P

kb;kb0
C(2) est le terme dominant parmi les trois car L � l et

N � 1. C'est pour cela que l'on dit que la fonction de corr�elation C(2) d�etermine les

corr�elations du coe�cient de transmission total Tka [5]. En posant ka = ka0 nous acc�edons

aux 
uctuations de Tka autour de sa valeur moyenne < Tka >

< �T 2
ka
>

< Tka >
2
�

1

g0scal
:

Finalement, en sommant sur les directions incidentes et �emergentes des ondes nous

obtenons les 
uctuations de la conductance du syst�eme T =
P

ka;kb
Tkakb

< (�T )2 >=
X

ka;ka0 ;kb;kb0

< Tkakb >< Tk
a0
k
b0
>
h
C

(1)
ka;ka0 ;kb;kb0

+ C
(2)
ka;ka0 ;kb;kb0

+ C
(3)
ka;ka0 ;kb;kb0

i
:
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et

X
ka;ka0 ;kb;kb0

< Tkakb >< Tk
a0
k
b0
> C

(1)
ka;ka0 ;kb;kb0

�
 
l�

L

!2

;

X
ka;ka0 ;kb;kb0

< Tkakb >< Tk
a0
k
b0
> C

(2)
ka;ka0 ;kb;kb0

�
l�

L
;

X
ka;ka0 ;kb;kb0

< Tkakb >< Tk
a0
k
b0
> C

(3)
ka;ka0 ;kb;kb0

� 1:

En d'autres termes

< (�T )2 >� 1;

ce qui correspond �a la description des 
uctuations universelles de conductance (UCF).

Les 
uctuations universelles de conductance sont dues au terme C(3) qui est, paradoxa-

lement, le plus petit de la s�erie (2.17). Cela est dû au fait que le terme de corr�elation

C(3) est constant �a la di��erence des termes de corr�elation C(1) et C(2) qui, suite �a leurs

r�egles de s�election, d�ependent fortement des directions des ondes, et sont par cons�equent

minoritaires lors de la somme sur ka, ka0 , kb et kb0 [3, 4, 5].

2.5 In
uence de l'absorption

Lors de nombreuses exp�eriences, tout particuli�erement avec des micros-ondes, il est im-

possible de n�egliger la pr�esence d'absorption. Il est par cons�equent important de connâ�tre

son in
uence sur les propri�et�es de transport pr�esent�ees dans les sections pr�ec�edentes. Le

traitement qui suit se limite �a l'in
uence de la longueur d'absorption La et ne recouvre pas

l'in
uence de la longueur de coh�erence L�, qui est due �a des m�ecanismes compl�etements

di��erents.

Tant que la longueur d'absorption La est beaucoup plus grande que le libre parcours

moyen l�, La � l�, il est toujours possible de penser en terme de di�usions multiples. Dans

cette limite, l'in
uence de l'absorption est de modi�er la forme du propagateur d�e�ni en

(2.4), qui est alors solution de l'�equation [3, 5, 12],

(�4+
1

L2
a

)L(r; r0) =
12�

l�3
�(r� r0):

Pour la g�eom�etrie de la tranche, la solution est,

L(z1; z2; �1 � �2) =
1

2�

Z
d2p

12�

l�3
sinh(M(L � z>)) sinh(Mz<)

M sinh(pL)
ei(�1��2)�p;
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o�u M =
q
�q2a + 1=L2

a, z> = max(z1; z2) et z< = min(z1; z2). Le corr�elateur des champs

< tkakbt
�

k
a0
k
b0
>abs prend donc la forme [3, 5, 12]

< tkakbt
�

k
a0
k
b0
>abs=

16�l�

3k20SL
��qa;�qb

�
ML

sinhML

�2
: (2.22)

2.5.1 Transmission et conductance

Si nous posons ka = ka0 et kb = kb0 alors M = 1=La et nous obtenons le coe�cient de

transmission de l'intensit�e en pr�esence d'absorption < T abs
kakb

>=< tkakbt
�

kakb
>abs,

< T abs
kakb

>=

 
L=La

sinhL=La

!
< Tkakb >;

o�u < Tkakb > est le coe�cient de transmission de l'intensit�e en absence d'absorption qui

est donn�e par la relation (2.8) [3, 5, 6, 7, 12]. Le coe�cient de transmission total et la

conductance moyenne du syst�eme se d�eduisent de < T abs
kakb

> en sommant respectivement

sur les directions incidentes ka et �emergentes kb,

< Tka > =
X
kb

< T abs
kakb

>=

 
L=La

sinhL=La

!
< Tka >;

gabsscal =
X
ka;kb

< T abs
kakb

>=

 
L=La

sinhL=La

!
g0scal:

Nous remarquons que toutes ces quantit�es de transport d�ecroissent exponentiellement

avec la longueur l'absorption La lorsque La � L.

2.5.2 C
(1), C(2) et C(3) en pr�esence d'absorption

Il est maintenant ais�e d'exprimer l'in
uence de l'absorption sur le terme C(1) [3, 5, 6,

7, 12],

C
(1)
ka;ka0 ;kb;kb0

= j < TkakbT
�

k
a0
k
b0
>abs j2=(< T abs

ab >< T abs
a0b0 >); (2.23)

= ��qa;�qbF1(�qaL;L=La); (2.24)

avec

F1(x; �) =
sinh2 �

�2

x2 + �2

sinh2
p
x2 + �2

; x = �qaL; � =
L

La

: (2.25)

On remarque que C
(1)
ka=ka0 ;kb=kb0

= 1 quelle que soit la longueur d'absorption La. La fonction

F1 est repr�esent�ee, pour di��erentes valeur du rapport L=La, en fonction de l'argument
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Fig. 2.10 - Repr�esentation graphique de la fonction F1 en fonction de l'argument �qaL,

pour di��erentes valeurs du rapport L=La.

�qaL sur la �gure 2.10. Même pour des absorptions relativement fortes, la forme de la

fonction F1 est peu modi��ee et elle tend simplement �a s'�elargir.

Nous ne d�etaillerons pas ici le calcul de la fonction de corr�elation C(2), cependant il

est possible de montrer que C(2) devient [6, 12]

C
(2)abs
ka;ka0 ;kb;kb0

=
1

g0scal
[F2(�qaL;L=La) + F2(�qbL;L=La)] ;

o�u la fonction F2 est donn�ee par

F2(x; �) =
1

2 sinh2 a

"
2a2 � �2

2a(a2 � �2)
sinh(2a)�

a2

2�(a2 � �2)
sinh(2�)� 1

#
; (2.26)

avec a =
p
x2 + �2, � = L=La et x = �qa;bL. Pour x = 0, F2 prend la forme suivante

F2(0; �) =
4� sinh2 � � 2� + sinh 2�

4� sinh2 �
;

F2(0; 0) =
2

3
; F2(0; � !1) =

1

2
:

La fonction F2 est repr�esent�ee en fonction de l'argument �qaL pour di��erentes valeurs

du rapport L=La, sur la �gure 2.11. Notons que F2(�qaL = 0; L=La) varie peu avec

l'absorption.



38 CHAPITRE 2. PROPAGATION COH�ERENTE D'UNE ONDE ACOUSTIQUE

Fo
nc

tio
n 

F2

∆

0.0 2.0 4.0 6.0 8.0
0.00

0.20

0.40

0.60

0.80
L/La=0
L/La=2
L/La=4

q La

Fig. 2.11 - Repr�esentation graphique de la fonction F2 pour di��erentes valeur du rapport

L=La en fonction de l'argument �qaL.

A l'heure actuelle il existe deux calculs ind�ependants, et donnant un r�esultat analy-

tique, de l'e�et de l'absorption sur le terme C(3) dans le cas d'un milieu quasi 1D. Le

premier, bas�e sur la th�eorie des matrices al�eatoires est due �a P. Brouwer [22]. Le second,

bas�e sur des techniques diagrammatiques est dû �a R. Pnini [23]. Ces deux calculs arrivent

�a des conclusions di��erentes même s'ils co��ncident pour les cas limites d'absence d'aborp-

tion ou au contraire d'absorption tr�es forte. Les raisons de cette di��erence ne sont pas

encore bien comprises, mais il ne faut pas oublier que les hypoth�eses de la th�eorie des

matrices al�eatoires et des techniques diagrammatiques ne sont pas les mêmes. Dans les

deux cas C(3) s'�ecrit comme

C
(3)abs
ka;ka0 ;kb;kb0

=

 
1

g0scal

!2

F3(L=La); (2.27)

avec F3 dans la g�eom�etrie quasi 1D,

F3(�) =

8>>>>>>><>>>>>>>:

�
sinh�
�

�2 csch6�
256

h
75 + 60�2+ Pnini;

(�64 + 16�2 + 72�) cosh � + (�11 + 6� + 4�2) cosh 4�
i

�
sinh�
�

�2 csch6�
128

h
15 + 42�2+ Brouwer;

(�16 + 4�2 � 10�) cosh � + (1 � � + 2�2) cosh 4�
i

(2.28)

Ces deux fonctions, qui ont les mêmes limites, F3(0) = 2=15 et F3(1) = 1=8, sont repr�e-

sent�ees sur la �gure 2.12. A nouveau, on remarque que l'absorption in
uence relativement
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Fig. 2.12 - Repr�esentation graphique de la fonction F3 en fonction de L=La. La courbe en

traits pleins est le r�esultat de R. Pnini utilisant des techniques diagrammatiques alors que

la courbe en pointill�e bas�ee sur la th�eorie des matrices al�eatoires est due �a P. Brouwer.

peu le terme de corr�elation C(3), puisque la fonction F3 varie au plus de 15% de sa valeur

sans absorption (2=15).

2.6 Conclusions

Dans ce chapitre nous avons pr�esent�e l'�etude des propri�et�es de transport d'une onde

acoustique �a travers un milieu lin�eaire multiplement di�usant, absorbant ou non. Cela

nous a amen�e �a introduire di��erents coe�cients de transmission ainsi que leurs fonctions

de corr�elations respectives.

La fonction de corr�elation de l'intensit�e transmise est domin�ee par le terme dit C(1). Le

terme C(1) poss�ede ce qui a �et�e appel�e l'e�et m�emoire : si l'on change la direction de l'onde

incidente sur le milieu, la �gure de tavelure est d�eplac�ee du même angle. La d�ecroissance

de la corr�elation C(1) varie exponentiellement en fonction de l'angle form�e par les deux

faisceaux incidents ou �emergents.

La fonction de corr�elation du coe�cient de transmission totale est donn�ee par la fonc-

tion de corr�elation C(2). Sa d�ecroissance est alg�ebrique avec l'angle form�e par les directions

de propagation des deux ondes incidentes.
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Finalement les 
uctuations de la conductance du syst�eme sont li�ees �a la fonction de

corr�elation C(3). Celles-ci permettent de comprendre la propri�et�e �etonnante des syst�emes

m�esoscopiques que sont les 
uctuations universelles de conductance (UCF). Cette pro-

pri�et�e s'explique par le fait qu'il existe toujours une corr�elation entre deux intensit�es

transmises quelles que soient les directions des faisceaux incidentes et �emergentes

Dans le chapitre suivant, qui regroupe les principaux r�esultats de la premi�ere partie

de ce m�emoire, nous allons �etudier le transport d'une onde �electromagn�etique �a travers

un milieu lin�eaire multiplement di�usant. A la di��erence d'une onde acoustique, une onde

�electromagn�etique poss�ede deux �etats de polarisation. Il s'agit d'�etudier la d�ependance

des di��erentes quantit�es de transport en fonction de la polarisation. Nous verrons que ces

nouveaux degr�es de libert�e engendrent des r�egles de s�election tr�es int�eressantes des termes

C(1), C(2) et C(3), et qu'il sera possible d'acc�eder directement �a la fonction de corr�elation

C(3), qui est le coeur des 
uctuations universelles de conductance.
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Chapitre 3

Transport coh�erent d'une onde

�electromagn�etique �a travers un

milieu al�eatoire

3.1 Introduction

Depuis environ 15 ans, un travail de recherche tr�es important a �et�e r�ealis�e dans l'�etude

et la compr�ehension de la propagation des ondes �electromagn�etiques �a travers des milieux

h�et�erog�enes lin�eaires. Que ce soit pour des applications �a la \di�using-wave spectroscopy"

(DWS) [1], pour l'�etude du cône de r�etrodi�usion coh�erent [2], dans le domaine de la dif-

fusion multiple de la lumi�ere sous champ magn�etique [3] et actuellement dans des milieux

chiraux, toutes ces �etudes montrent qu'il n'est pas possible de mod�eliser, même approxi-

mativement, la lumi�ere par une onde scalaire. Une telle approximation ne permet pas

d'acc�eder �a des ph�enom�enes aussi �etonnants que la destruction du cône de r�etrodi�usion

coh�erent par un champ magn�etique [4] ou l'e�et Hall photonique [5].

Dans le r�egime m�esoscopique faiblement d�esordonn�e, l'�etude des propri�et�es de trans-

port d'une onde �electromagn�etique, prenant rigoureusement en compte les e�ets de po-

larisation, a �et�e peu �etudi�ee. Ainsi il n'existe pas �a l'heure actuelle de th�eorie d�ecrivant

les 
uctuations universelles de conductance pour la lumi�ere. Ce chapitre est d�edi�e �a cette

�etude.

Le transport d'une onde �electromagn�etique polaris�ee �a travers un milieu al�eatoire �etant
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particuli�erement technique, il est plus judicieux, au lieu de reprendre les calculs �a la base,

de souligner et de prendre en compte les di��erences entre le caract�ere vectoriel des ondes

�electromagn�etiques et le caract�ere scalaire des ondes acoustiques. Aussi, apr�es avoir d�e�ni

les notations de la fonction de corr�elation de l'intensit�e transmise nous d�evelopperons les

di��erentes quantit�es vectorielles n�ecessaires : fonction de Green, diagramme en �echelle...,

au calcul de cette fonction de corr�elation. Ceci nous permettra de d�eterminer directement

les coe�cients de transmission et la fonction de corr�elation C(1). La g�en�eralisation des

fonctions de corr�elation C(2) et C(3) n�ecessite en revanche de recalculer les vertex de

Hikami pour le cas d'une onde vectorielle. Cette partie, particuli�erement technique, est

rel�egu�ee en annexe A. Les r�esultats �naux sont simples et ne bouleversent pas la structure

de la fonction de corr�elation scalaire d�ecrite au chapitre 2. Au contraire, nous verrons que

la polarisation apporte au fonctions de corr�elation C(1), C(2) et C(3) des r�egles de s�election

tr�es int�eressantes.

3.2 Fonction de corr�elation de l'intensit�e transmise

Nous nous int�eressons �a la transmission d'une onde �electromagn�etique polaris�ee �a

travers un milieu h�et�erog�ene de surface S = W �W et de longueur L. Soit une onde

incidente de direction ka dans l'�etat de polarisation lin�eaire a et �emergente avec la direction

kb et l'�etat de polarisation lin�eaire b (�gure 3.1). Pour all�eger les notations, les indices a et b

repr�esenteront indistinctement les �etats de polarisation lin�eaire du champ �electrique aussi

bien que le canal d�e�ni par la polarisation et la direction de propagation de l'onde : a =

fpolarisation;kag. Ainsi lorsque nous notons le coe�cient de transmission de l'intensit�e

par Tab = I(ka;kb)=I0, o�u I0 est l'intensit�e de l'onde incidente, nous parlons du coe�cient

de transmission d'une onde �electromagn�etique incidente avec la direction ka dans l'�etat de

polarisation lin�eaire a vers une onde transmise dans la direction kb et l'�etat de polarisation

lin�eaire b (voir �gure 3.1).

Introduisons maintenant la fonction de corr�elation,

Ca;a0;b;b0 =
< �Tab�Ta0b0 >

< Tab >< Ta0b0 >
; (3.1)

o�u �Tab = Tab� < Tab >, �Ta0b0 = Ta0b0� < Ta0b0 > et o�u < � � � > d�enote la moyenne sur

les r�ealisations du d�esordre. La fonction de corr�elation Ca;a0;b;b0 contient de nombreuses

informations puisqu'elle d�epend aussi bien de l'�etat de polarisation des ondes que de leurs

directions respectives. Dans les sections suivantes nous allons �etudier particuli�erement
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L

.
kka ba b

Fig. 3.1 - Transmission d'une onde �electromagn�etique polaris�ee incidente avec la direction

ka et la polarisation lin�eaire a et �emergente dans la direction kb et l'�etat de polarisation b.

l'in
uence de l'�etat de polarisation des ondes sur les coe�cients de transmission < Ta;b >

et la fonction de corr�elation Ca;a0;b;b0.

Le coe�cient de transmission Tab est donn�e par le produit du coe�cient de transmission

du champ �electrique tab et de son complexe conjugu�e t�ab, Tab = tabt
�

ab. Le coe�cient de

transmission du champ �electrique est d�e�ni par

tab =
Eb(ka;kb)

E0
;

o�u Eb est la composante selon la direction de polarisation lin�eaire b du champ �electriqueE

�emergent du milieu dans la direction de propagation kb. L'onde incidente a pour amplitude

E0 et est polaris�ee selon la polarisation lin�eaire a. En appliquant les mêmes m�ethodes

qu'au chapitre pr�ec�edent, la corr�elation < TabTa0b0 > se d�ecompose en trois termes [6]

< TabTa0b0 >=< Tab >< Ta0b0 > +j < tabt
�

a0b0 > j2 + �4(tab; t
�

ab; ta0b0; t
�

a0b0);

ce qui nous permet de s�eparer la fonction de corr�elation Ca;a0;b;b0 suivant

Ca;a0;b;b0 �
< �Tab�Ta0b0 >

< Tab >< Ta0b0 >
;

�
j < tabt

�

a0b0 > j2

< Tab >< Ta0b0 >
+

�4(tab; t
�

ab; ta0b0 ; t
�

a0b0)

< Tab >< Ta0b0 >
;

� C
(1)
a;a0;b;b0 + C

(2)
a;a0;b;b0 + C

(3)
a;a0;b;b0:

La fonction C(1) est d�e�nie par le rapport de j < tabt
�

a0b0 > j2 sur < Tab >< Ta0b0 > alors
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que le ratio �4(tab; t
�
ab; ta0b0 ; t

�
a0b0) sur < Tab >< Ta0b0 > est d�ecompos�e en deux fonctions

C(2) et C(3) de fa�con identique au cas scalaire.

3.3 Propagation d'une onde �electromagn�etique dans

un milieu di�electrique h�et�erog�ene

La propagation d'une onde �electromagn�etique �a travers un milieu di�electrique al�eatoire

lin�eaire est d�ecrite par les �equations de Maxwell [7]

8>>>>>><>>>>>>:

divD = 0; D = �(r)E;

divB = 0;

rotE = �@B
@t
;

rotB = �0j+
�(r)
c2
0

@E
@t
;

o�u c0 est la vitesse de la lumi�ere dans le vide. En prenant le rotationnel du rotationnel

du champ �electrique et en le combinant avec l'expression du rotationnel du champ ma-

gn�etique, nous arrivons �a l'�equation de Helmholtz [7] qui est l'�equation d'onde du champ

�electrique,

�
�(r)

c20

@2E

@t2
� rot rotE = J(r; t):

Nous supposerons par la suite que l'indice de r�efraction du milieu �(r) s'�ecrit sous la forme

�(r) = 1+�(r), le terme �(r) d�ecrivant les 
uctuations al�eatoires de l'indice de r�efraction.

Pour un champ �electrique monochromatique de pulsation !0, l'�equation de Helmholtz

devient

k20(1 + �(r))E� rot rotE = J(r):

La description compl�ete du milieu al�eatoire repose sur la sp�eci�cation des propri�et�es

statistiques de �(r). Nous supposerons, comme nous l'avons fait au chapitre 2, que �(r)

ob�eit �a une statistique de bruit blanc Gaussien

< �(r) > = 0;

k40 < �(r)�(r0) > = 
�(r� r0);

le symbole < � � � > marquant le moyenne sur les r�ealisations du d�esordre. Nous rappelons

que la statistique de bruit blanc Gaussien est �equivalente �a une collection de di�useurs

de Rayleigh al�eatoirements r�epartis dans le milieu [8], et que par cons�equent il n'y a pas

de di��erence entre le libre parcours moyen l et le libre parcours moyen de transport l�.
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3.3.1 Fonction de Green moyenne

Il est plus ais�e de d�eterminer la fonction de Green de l'�equation de Helmholtz en

espace de Fourier. Consid�erons dans un premier temps la fonction de Green pour un

milieu homog�ene �(r) = 0. En utilisant l'�egalit�e bien connue

rot rot = graddiv �4;

la fonction de Green retard�ee du milieu homog�ene s'�ecrit [3, 9]

g0ij(k;k
0) = �(k� k0)

 
�ij �

kikj

k20

!
1

k2 � k20 + i0
:

�Etant donn�e le caract�ere vectoriel du champ �electrique, la fonction de Green est un tenseur

de rang 2. Il est courant de trouver la fonction de Green �ecrite sous la forme suivante

[3, 9, 10]

g0ij(k;k
0) = �(k� k0)

 
�k̂ik̂j
k20

+
�ij � k̂ik̂j

k2 � k20 + i0

!
; (3.2)

k̂i �etant la composante i du vecteur norm�e k̂ = k=k. La partie �k̂ik̂j=k20 de la fonction

de Green (3.2) est un terme longitudinal qui correspond �a des e�ets de champ proche

et qui ne se propage pas [9]. Pour cette raison elle est souvent n�eglig�ee mais elle peut

jouer un rôle crucial, lors de di�usions multiples de la lumi�ere sous champ magn�etique

par exemple [3, 4, 10]. Dans les calculs qui suivent nous allons garder ce terme car il

permet de simpli�er les calculs du vertex de Hikami. Le terme (�ij � k̂ik̂j)=(k
2 � k20 + i0)

correspond �a la partie transverse propagative de la fonction de Green [1, 9, 11, 12].

La fonction de Green moyenne Gij(k;k
0) =< gij(k;k

0) > en pr�esence de d�esordre

s'obtient par les mêmes techniques perturbatives qui nous ont permis d'obtenir la fonction

de Green moyenne dans le cas d'une onde scalaire [6, 9]

Gij(k;k
0) = �(k� k0)

 
�ij �

kikj

k20

!
G(k); (3.3)

avec

G(k) =
1

k2 � �2
; �2 = k20 + ik0=l:

Le libre parcours moyen l est reli�e aux 
uctuations de l'indice de r�efraction �(r) par la

relation 
 = 6�=l [1, 3, 9, 10, 11, 12]. Il est important de noter que la relation entre le libre

parcours moyen d'une onde �electromagn�etique et les 
uctuations de l'indice de r�efraction

di��ere d'un facteur 2=3 du cas scalaire [13, 14]. Ceci provient du caract�ere vectoriel du

champ �electromagn�etique et cette di��erence se retrouve dans l'expression du th�eor�eme

optique [9].
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l

i

j

k

Fig. 3.2 - Repr�esentation diagrammatique de la propagation de l'intensit�e di�use �a travers

le milieu multiplement di�usant. Le champ est repr�esent�e en traits pleins alors que le

champ complexe conjugu�e est repr�esent�e en pointill�es.

3.3.2 Propagateur de l'intensit�e di�use

Apr�es avoir d�etermin�e la fonction de Green moyenne du syst�eme, nous allons main-

tenant nous attacher �a d�ecrire la propagation de l'intensit�e di�use �a travers un milieu

al�eatoire. Il s'agit de prendre en compte, lors des successions de di�usions, l'�etat de pola-

risation des ondes �emergentes k et l sachant que les ondes incidentes ont les polarisations

i et j (�gure 3.2).

Un raisonnement similaire �a celui e�ectu�e au chapitre 2 montre que le propagateur de

l'�energie di�use L est donn�e par les diagrammes en �echelle. De même, le propagateur L

n'est pas une fonction des quatre variables r1, r2, r3 et r4, mais est seulement fonction de

r1 et r2,

Lijkl(r1; r2; r3; r4) = Lijkl(r1 � r2)�(r1 � r3)�(r2 � r4);

Dans un milieu in�ni et pour une statistique de bruit blanc Gaussien, on montre que la

transform�ee de Fourier, Lijkl(q), de Lijkl(r1 � r2) prend la forme [1, 3, 10, 11, 12]

Lijkl(q) =
�ij�kl

2
L(q) avec L(q) =

12�

l�3q2
: (3.4)

L'expression de L(q) est identique �a celle du cas scalaire. Le propagateur de l'�energie

di�use Lijkl est le produit du tenseur �ij�kl=2, qui d�ecrit les �etats de polarisation, et de

la fonction L(q) qui est la partie propagative proprement dite. Physiquement, le terme

�ij�kl exprime que les successions de di�usions rendent totalement ind�ependants les �etats

de polarisation \entrants" et \sortants". La di�usion multiple d�epolarise la lumi�ere.

La forme factoris�ee (3.4) permet de d�eterminer imm�ediatement l'expression du pro-

pagateur pour la g�eom�etrie d'une tranche. Le propagateur Lijkl est le produit du tenseur

�ij�kl=2 et de la fonction scalaire L(z1; z2; �1 � �2) que nous avons donn�ee au chapitre 2

[13, 15],

Lijkl(z1; z2; �1 � �2) =
�ij�kl

2
L(z1; z2; �1 � �2);
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a

ka’

kb

kb’

k

e

L

ea’

ea
be

b’

Fig. 3.3 - Description graphique du corr�elateur < tabt
�

a0;b0 >.

avec

L(z1; z2; �1 � �2) =
1

2�

Z
d2p

12�

l�3
sinh(p(L � z>)) sinh(pz<)

p sinh(pL)
ei(�1��2)�p;

o�u z> = max(z1; z2) et z< = min(z1; z2).

Nous pouvons maintenant d�eterminer l'expression du corr�elateur < tabt
�
a0b0 >. Le cor-

r�elateur < tabt
�

a0b0 > s'obtient en attachant �a Lijkl, qui d�ecrit la propagation de l'�energie

di�use dans le milieu, les champs �electriques incidents Ea, Ea0 et �emergents Eb, Eb0 (voir

�gure 3.3). A la di��erence du cas d'une onde scalaire, il faut contracter les indices i, j, k

et l de Lijkl avec les composantes i du vecteur Ea, j du vecteur Ea0, k du vecteur Eb et

l du vecteur Eb0. Ainsi si nous appelons ea, ea0, eb et eb0 les vecteurs unitaires d�ecrivant

la direction des vecteurs champ �electrique, la partie tensorielle �ij�kl=2 de Lijkl donne les

produits scalaires ea �ea0 et eb �eb0. En d'autres termes le corr�elateur < tabt
�
a0b0 > est donn�e

par la relation

< tabt
�

a0b0 >=
(ea � ea0)(eb � eb0)

2
< tkakbt

�

kakb
>;

o�u < tkakbt
�

kakb
> est le corr�elateur obtenu pour une onde acoustique et donn�e par la

relation (2.6). Dans la suite de ce chapitre nous noterons �a;a0 � ea � ea0 et �b;b0 � eb � eb0.

Ainsi il vient

< tabt
�

a0b0 >=
�aa0�bb0

2

16�

3k20S
��qa;�qb

sinh2�qal
�

�qal� sinh�qaL
; (3.5)

qui se r�eduit, pour les petites valeurs de �qal
�, �a

< tabt
�

a0b0 >=
�aa0�bb0

2

16�l�

3k20SL
��qa;�qb

�qaL

sinh�qaL
:
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3.3.3 Coe�cients de transmission et conductance

Si les canaux d'entr�ees et de sorties sont �egaux, a k a0 et b k b0, le corr�elateur des

champs (3.5) correspond au coe�cient de transmission de l'intensit�e < Tab > �a travers

le milieu. Il ne faut pas oublier que, �a cause des deux �etats de polarisation du champ

�electrique, le nombre de modes support�e par le syst�eme est le double du cas scalaire :

Npol = 2k20S=4� [16], ainsi

< Tab >=
8�l�

3k20SL
=

4l�

3NpolL
: (3.6)

Le coe�cient de transmission total ainsi que la conductance moyenne g0pol s'obtiennent

en sommant sur tous les canaux (polarisation incluse) entrants et sortants,

< Ta > =
X
b

< Tab >=
4l�

3L
(3.7)

g0pol =
X
a;b

< Tab >= 2g0scal; avec g0scal =
k20Sl

�

3�L
: (3.8)

Les degr�es de libert�e de polarisation font que la conductance du syst�eme di��ere d'un

facteur 2 de la conductance calcul�ee pour une onde scalaire.

3.3.4 Fonction de corr�elation C(1)

A partir de l'expression de < tabt
�

a0b0 > donn�ee par la relation (3.5), il est facile de

d�eterminer l'expression du terme de corr�elation C(1)

C
(1)
a;a0;b;b0 = j < tabt

�

a0b0 > j
2=(< Tab >< Ta0b0 >) (3.9)

= �2aa0�
2
bb0��qa;�qb

�
L

l�

�2  sinh2�qal
�

�qal� sinh�qaL

!2

: (3.10)

Pour de petits angles d'incidence, �qal
� � 1, l'expression de C(1) se simpli�e en

C
(1)
a;a0;b;b0 = �2aa0�

2
bb0��qa ;�qbF1(�qaL); (3.11)

o�u la fonction F1 est

F1(x) =
x2

sinh2 x
; F1(0) = 1; F1(x!1)! x2e�2x; (3.12)

qui est repr�esent�ee sur la �gure 2.5. La d�ependance de C(1) vis �a vis des �etats de pola-

risation des ondes est concentr�ee dans le produit de deux fonctions delta �aa0�bb0 et ainsi
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si l'on consid�ere la corr�elation entre les mêmes �etats de polarisation entrant et sortant,

c'est-�a-dire a k a0 et b k b0, nous retrouvons la forme fonctionnelle de la corr�elation C(1)

scalaire. En revanche, si les polarisations sont crois�ees, a ? a0 ou b ? b0, alors le terme

C(1) devient rigoureusement nul. Nous voyons que l'aspect vectoriel des ondes �electro-

magn�etiques apporte une contribution suppl�ementaire tr�es int�eressante �a la fonction de

corr�elation C(1).

3.3.5 Fonction de corr�elation C(2)

Nous rappelons, en �gure 3.4, la structure des deux termes composants C(2)

C
(2)
a;a0;b;b0 = C

(2)
I + C

(2)
II :

Les indices a, a0 et b, b0 marquent l'�etat de polarisation des ondes incidentes et �emergentes

alors que les indices i, i0, j... d�ecrivent les �etats de polarisation internes. Le terme C
(2)
I est

donn�e par,

C
(2)
I /

X
ii0jj0kk0ll0

Z
Laa0;ii0La0a;jj0H

(4)
ii0;jj0;kk0;ll0Lkk0;bbLll0;b0b0:

Nous n'explicitons pas compl�etement les variables d'int�egration spatiale, qui sont en tout

point identiques au cas scalaire, pour nous concentrer sur les degr�es de libert�e de polarisa-

tion. Les indices de polarisations aa0, ii0 ainsi que a0a, jj0 sont repr�esent�es sur la �gure 3.4.

Les deux propagateurs Laa0;ii0 et La0a;jj0 d�ecrivent la propagation de l'interface d'entr�ee

jusqu'au vertex de Hikami. Les deux propagateur Lkk0;bb et Lll0;b0b0 d�ecrivent quant �a eux

la propagation du vertex de Hikami jusqu'�a l'interface de sortie. Remarquons qu'il est

n�ecessaire de sommer sur les indices i, i0, j, j0, k, k0, l et l0, qui sont les �etats internes de

polarisation et sont donc libres.

L'expression du propagateur L est donn�ee par la relation (3.4). En explicitant la partie

tensorielle des di��erents propagateurs L, la somme sur les indices de polarisation i, i0, j,

j0, k, k0, l et l0 se r�eduit �a une somme sur i, j, k et l avec i0 = i, j0 = j, k0 = k et l0 = l.

Aussi C
(2)
I devient

C
(2)
I / (�aa0)

2
�
1

2

�2 Z
LL

hX
ijkl

H
(4)
ii;jj;kk;ll

i
LL: (3.13)

Le facteur (�aa0)
2
est dû aux parties tensorielles des deux propagateurs Laa0;ii et La0a;jj

alors que le facteur (1=2)2 provient de la partie tensorielle de Lkk;bb et Lll;b0b0. Le facteur

(1=2)2 qui devrait apparâ�tre dans (�aa0)
2 n'est pas pr�esent car C

(2)
I est normalis�e par

< Tab >< Ta0b0 >.
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b’
(b,k  )b

(b’,k  )b’

(a,k  )a

(a,k  )a

a’(a’,k  )C
(2)
II

CI
(2)

a’(a’,k  )

(b’,k  )

a

(a’,k  )a’

i

i’ k’

j l

j’ l’

(b,k  )b
H

(4)

i

i’ k’

k

j’ l’
(a,k  )a (b’,k  )b’

(b’,k  )b’

(b,k  )b

(b,k  )b(a’,k  )a’

k

(a,k  )

H

j l

(4)

Fig. 3.4 - Repr�esentation diagrammatique des deux termes donnant naissance �a la cor-

r�elation C(2).

L'objet central du calcul de C
(2)
I est maintenant le vertex H

(4)
ii0;jj0;kk0;ll0. Au premier

ordre en perturbation, il est form�e de trois termes (�gure 3.5)

H
(4)
ii0;jj0;kk0 ;ll0 = H1

ii0;jj0;kk0 ;ll0 +H2
ii0;jj0;kk0;ll0 +H3

ii0 ;jj0;kk0;ll0;

avec H1, H2 et H3 fonctions de p1, p2, p3 et p4,

H1
ii0;jj0;kk0;ll0 =

Z
dq

(2�)3
Gik(q� p1)G

�

j0k0(q+ p3 + p4)Gjl(q+ p4)G
�

i0l0(q);

H2
ii0;jj0;kk0;ll0 =

6�

l

X
�;�

Z
dq

(2�)3
dq0

(2�)3
Gi�(q� p1)G

�(q)Gl�(q+ p4)�

Gj�(q
0 � p3)G

�

i0l0(q
0)Gk�(q

0 + p2);

H3
ii0;jj0;kk0;ll0 =

6�

l

X
�;�

Z
dq

(2�)3
dq0

(2�)3
G�

�l0(q
0 � p4)Gjl(q

0)G�

j0�(q
0 + p3)�

G�

�k0(q� p2)Gjk(q)G
�

i0�(q+ p1):

La somme sur les degr�es de polarisation � et � pour H2 et H3 est due aux degr�es internes

de polarisation lors de la di�usion. Le calcul de H1, H2 et H3 s'e�ectue en d�eveloppant la

fonction de Green moyenne G��(q+p) donn�ee en (3.3) au deuxi�eme ordre en q autour de

p, puis en int�egrant sur les impulsions libres q et q0. Le calcul est long et technique et est

d�evelopp�e dans l'annexe A. N�eanmoins H
(4)
ii0;jj0;kk0;ll0 poss�ede la propri�et�e suivante (annexe

A), X
ijkl

H
(4)
ii;jj;kk;ll = 2H

(4)
scalaire:
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q

H2

q

q’

q

q’

H1

p1

p3

p4

p2

p1

p3 p2

p4

β
H3

p1

p3

p2

p4

i
i’

j’
j

k

k’

l
l’

i

i’ l’
l

k

k’
j
j’

i
i’

k
k’

j’

j l

l’

α

β

α

Fig. 3.5 - Repr�esentation diagrammatique des trois termes constituant le vertex de Hikami

H(4) vectoriel �a l'ordre le plus bas dans la s�erie de perturbation.

Par cons�equent

C
(2)
I =

 
�aa0

2

!2

2C
(2)
I scalaire;

=
�2aa0

2g0scal
F2(�qaL);

=
1

g0pol
�2aa0F2(�qaL);

avec

F2(x) =
sinh 2x� 2x

2x sinh2 x
; F2(0) =

2

3
; F2(x!1) �

1

x
; (3.14)

qui est repr�esent�ee sur la �gure 2.5.

Le corr�elation C(2) compl�ete s'obtient en additionnant �a C
(2)
I le termeC

(2)
II qui est d�ecrit

par le diagramme de la �gure 3.4. Son calcul est identique �a celui de C
(2)
I en permutant

les indices a, a0, b et b0, ce qui nous conduit �a la relation suivante

C
(2)
II =

1

g0pol
�2bb0F2(�qbL); (3.15)

et donc �a

C
(2)
a;a0;b;b0 =

1

g0pol

h
�2aa0F2(�qaL) + �2bb0F2(�qbL)

i
; (3.16)

avec

g0pol =
2k20Sl

�

3�L
: (3.17)
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La forme g�en�erale de C(2) est int�eressante. Si nous utilisons la conductance du syst�eme

g0pol, en prenant bien compte des degr�es de polarisation, elle est identique �a celle du cas

scalaire.

La d�ependance de C(2) vis �a vis de la polarisation est prise en compte par la somme

de deux fonctions delta (mais n'oublions pas que nous avons d�e�ni �a;a0 � ea � ea0 et

�b;b0 � eb � eb0). Dans le cas de la corr�elation C(1) il su�sait d'avoir a ? a0 ou b ? b0

pour la rendre rigoureusement nulle. Il est n�ecessaire d'avoir a ? a0 et b ? b0 pour que

C(2) s'annule rigoureusement. C'est une propri�et�e importante car il n'existe aucun autre

moyen d'annuler rigoureusement C(2). A l'inverse, si nous posons a k a0 et b k b0, les deux

fonctions delta prennent la valeur 1 et nous retrouvons un terme de corr�elation C(2) de

type scalaire.

3.3.6 Fonction de corr�elation C(3)

La question qui se pose �a pr�esent est : commentC(3) depend-il de la polarisation? Dans

le cas vectoriel, la structure diagrammatique du terme C(3) est identique �a celle du cas

scalaire. Elle est constitu�ee soit par la succession de deux vertex de Hikami H(4), soit par

le vertex de Hikami H(6) comme indiqu�e sur la �gure 3.6,

C
(3)
a;a0;b;b0 = C

(3)
I + C

(3)
II :

La contribution donn�ee par la succession des deux vertex de Hikami H(4) s'�ecrit sch�ema-

tiquement

C
(3)
I �

X
ii0jj0

kk0ll0

X
��0��0

��0

 0

Z
Laa;ii0La0a0;jj0H

(4)
ii0;jj0;��0;��0L��0;��0L��0;

0H

(4)
��0;

0;kk0;ll0Lkk0;bbLll0;b0b0 :

(3.18)

Cette expression est particuli�erement lourde mais simple dans son principe. Les deux

premiers op�erateurs L propagent les champs entrants jusqu'au premier vertex de Hikami.

Les deux op�erateurs L suivants font le lien entre les deux vertex alors que les deux derniers

propagateurs d�ecrivent la propagation des champs jusqu'�a l'interface de sortie. Les deux

sommes sont l�a pour rappeler que les indices de polarisation interne sont libres. Dans la

même veine la contribution �a C
(3)
II due au vertex de Hikami H(6) est

C
(3)
II /

X
ii0jj0kk0ll0

X
��0��0

Z
Laa;ii0La0a0;jj0H

(6)
ii0;jj0;kk0;ll0;��0;��0L��0;��0Lkk0;bbLll0;b0b0 : (3.19)

et est graphiquement d�ecrit sur la �gure 3.6.
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H(4) H(4) l’

H(6)

C
(3)
I

C
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a
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i
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k
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α β

i α
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βj

δ k

k’

γ l

Fig. 3.6 - Repr�esentation diagrammatique sch�ematique des deux termes donnant nais-

sance �a la corr�elation C(3).

Nous voyons d�es maintenant que les termes C
(3)
I et C

(3)
II donn�es par (3.18) et (3.19)

sont ind�ependants des indices de polarisation a, a0, b et b0. En e�et ces indices apparaissent

dans les quatre propagateurs L par groupe de deux indices identiques, Laa;ii0 par exemple.

Nous en concluons que la corr�elation C(3) est ind�ependante des indices de polarisation a,

a0, b et b0

C
(3)
a;a0;b;b0 = un nombre:

Il reste �a d�eterminer l'expression exacte de C(3).

Calcul de C
(3)
I

L'expression de C
(3)
I donn�ee en (3.18) se simpli�e grandement grâce aux fonctions

delta des op�erateurs L. Celles-ci imposent i0 = i, j0 = j, k0 = k... et il ne reste plus qu'une

somme sur les indices non prim�es,

C
(3)
I /

�
1

2

�2 �1
2

�2 Z
LL

24X
ij��

H
(4)
ii;jj;��;��

35LL
24X
�
kl

H
(4)
��;

;kk;ll

35LL:
De plus le vertex H(4) poss�ede la propri�et�e suivante (Annexe A),

X
ijkl

H
(4)
ii;jj;kk;ll = 2H

(4)
scalaire
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aussi

C
(3)
I = / 2

�
1

2

�2
2

�
1

2

�2 Z
LLH(4)

scalaireLLH
(4)
scalaireLL;

=
1

4
C

(3)
I scalaire: (3.20)

Calcul de C
(3)
II

Pour les mêmes raisons que pour C
(3)
I la somme sur les indices se simpli�e pour donner

l'expression suivante de C
(3)
II

C
(3)
II /

�
1

2

�2 1
2

Z
LL

24 X
ijkl��

H
(6)
ii;jj;kk;ll;��;��

35LLL:
Il est possible de montrer, par des calculs identiques �a ceux e�ectu�es dans l'annexe A pour

le vertex H(4), que le vertex H(6) poss�ede la même structure que H(4). C'est-�a-dire que

chacun des seize diagrammes le constituant est le produit de deux termes, l'un d�ecrivant

la polarisation alors que l'autre est identique au diagramme scalaire �equivalent. Chaque

terme d�ecrivant la polarisation �etant construit sur le même mode que pour H(4). Aussi

lorsque l'on pose i0 = i, j0 = j...et que l'on somme sur les indices il vient

X
ijkl��

H
(6)
ii;jj;kk;ll;��;�� = 2H

(6)
scalaire:

Ceci nous am�ene �a la relation suivante

C
(3)
II =

1

4
C

(3)
II scalaire: (3.21)

En combinant les expressions de C
(3)
I et C

(3)
II en (3.20) et (3.21) nous arrivons �a l'expression

suivante pour la fonction de corr�elation C(3) vectorielle

C
(3)
a;a0;b;b0 =

 
1

g0pol

!2

F3;

avec

F3 =

8>>><>>>:
2
15

quasi 1D;

3
�3
�(3)W

L
quasi 2D;

1
2�

W 2

L2 3D:

Le terme de corr�elation C(3) est un terme constant ind�ependant de l'orientation des ondes

incidentes et �emergentes aussi bien que de l'�etat de polarisation de ces ondes. La corr�ela-

tion C(3) vectorielle a la même forme fonctionnelle que dans le cas scalaire.
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3.4 Bilan des sections pr�ec�edentes

Dans la section 3.2 nous avons introduit le coe�cient de transmission de l'intensit�e

d'une onde incidente dans la direction ka avec l'�etat de polarisation lin�eaire a vers une

onde �emergente dans la direction kb avec l'�etat de polarisation lin�eaire b, ainsi que la

fonction de corr�elation de l'intensit�e transmise d�e�nie par la relation,

Ca;a0;b;b0 =
< �Tab�Ta0b0 >

< Tab >< Ta0b0 >
� C

(1)
a;a0;b;b0 + C

(2)
a;a0;b;b0 + C

(3)
a;a0;b;b0;

o�u �Tab = Tab� < Tab > et �Ta0b0 = Ta0b0� < Ta0b0 >. Nous avons calcul�e au cours des

sections 3.3.4, 3.3.5 et 3.3.6 les termes C
(1)
a;a0;b;b0, C

(2)
a;a0;b;b0 et C

(3)
a;a0;b;b0. Ceci nous a conduit

�a la relation suivante pour la fonction de corr�elation de l'intensit�e angulaire transmise

Ca;a0;b;b0

Ca;a0;b;b0 = �2aa0�
2
bb0��qa;�qbF1(�qaL)

+
1

g0pol

h
�2aa0F2(�qaL) + �2bb0F2(�qbL)

i

+

 
1

g0pol

!2

F3

o�u �qa et �qb sont les composantes parall�eles aux interfaces des vecteurs ka � ka0 et

kb � kb0, et o�u les fonctions F1, F2 et F3 sont donn�ees par (2.19), (2.20) et (2.21), et le

coe�cient g0pol par

g0pol =
2k20Sl

�

3�L
= 2g0scal:

La repr�esentation graphique des fonctions F1, F2 et F3 est donn�ee sur la �gure 2.5. Le

calcul des termes suivants dans le d�eveloppement perturbatif n'engendre pas de fonctions

de corr�elarion C(4), C(5)..., mais des corrections en puissances de 1=g0pol aux fonctions C
(1),

C(2) et C(3).

3.4.1 Interpr�etation physique

Les interpr�etations physiques donn�ees aux termes C(1), C(2) et C(3) dans le cas scalaire

sont toujours valables pour une onde vectorielle. Le terme de corr�elation C(1) d�ecrit les

fortes 
uctuations de l'intensit�e transmise �a travers un milieu al�eatoire. C'est lui qui ex-

plique la nature tavel�ee de l'image obtenue sur l'�ecran de d�etection. Le terme de corr�elation

C(2) d�ecrit quant �a lui les 
uctuations du coe�cient de transmission totale. Finalement

c'est C(3) qui explique les 
uctuations universelles de conductance.
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N�eanmoins les di��erentes r�egles de s�elections des polarisations des corr�elations C(1),

C(2) et C(3) donnent une libert�e que nous n'avions pas dans le cas scalaire. En jouant sur

les �etats de polarisation des ondes incidentes et �emergentes, on peut mesurer s�epar�ement

les di��erents termes de la fonction de corr�elation Ca;a0;b;b0.

Si a k a0 et b k b0

Toutes les fonctions delta prennent la valeur 1 aussi

Caka0;bkb0 = ��qa;�qbF1(�qaL) +
1

g0pol
[F2(�qaL) + F2(�qbL)] +

 
1

g0pol

!2

F3: (3.22)

La fonction de corr�elation (3.22) n'est pas parfaitement identique au cas scalaire car

c'est le facteur g0pol qui apparâ�t et non pas g0scal. En revanche la forme de la fonction de

corr�elation correspond �a la fonction de corr�elation scalaire (2.18).

Si a k a0 et b ? b0 (ou a ? a0 et b k b0)

Dans cette situation la fonction �bb0 = 0, par cons�equent le terme C(1) est nul de même

que la partie faisant intervenir les ondes �emergentes dans C(2). La fonction de corr�elation

de l'intensit�e transmise prend donc la forme

Caka0;b?b0 =
1

g0pol
F2(�qaL) +

 
1

g0pol

!2

F3:

Dans cette situation il est possible, sans avoir recours aux sph�eres d'int�egration d�ecrites

au chapitre 2, de mesurer directement la d�ependance angulaire de la fonction F2 et par l�a

même la fonction de corr�elation C(2).

Si a ? a0 et b ? b0

Dans cette situation toutes les fonctions delta sont nulles et la fonction de corr�elation de

l'intensit�e transmise se r�esume �a

Ca?a0;b?b0 =

 
1

g0pol

!2

F3:

Ainsi la mesure de la corr�elation de l'intensit�e pour des polarisations incidentes et �emer-

gentes crois�ees �equivaut �a mesurer directement C(3). Cette situation est une occasion

unique de mesurer \facilement" C(3) pour la lumi�ere.

3.5 In
uence de l'absorption

La pr�esence d'absorption dans le milieu peut être facilement pris en compte. En e�et

l'in
uence de l'absorption est ind�ependante de l'�etat de polarisation des ondes �electroma-

gn�etiques et a un e�et purement scalaire. Par cons�equent son action se porte uniquement
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sur la partie scalaire de la fonction de Green moyenne du milieu ainsi que sur la partie sca-

laire du propagateur de l'intensit�e di�use. Or ces deux quantit�es sont les mêmes que dans

le cas d'une onde scalaire. L'in
uence de la longueur d'absorption La sur les coe�cients

de transmission ainsi que sur la fonction de corr�elation Ca;a0;b;b0 est donc identique au cas

scalaire (voir la section 2.5). La fonction de corr�elation du coe�cient de transmission de

l'intensit�e est modi��ee en,

Ca;a0;b;b0 = �2aa0�
2
bb0��qa;�qbF1(�qaL;L=La)

+
1

g0pol

h
�2aa0F2(�qaL;L=La) + �2bb0F2(�qbL;L=La)

i

+

 
1

g0pol

!2

F3(L=La); (3.23)

o�u les fonctions F1, F2 et F3 sont donn�ees par les relations (2.25), (2.26) et (2.28) du

chapitre 2.

3.6 Comparaison des r�esultats th�eoriques aux r�esul-

tats exp�erimentaux

Dans cette partie nous allons interpr�eter le r�esultat d'exp�eriences de l'�equipe du pro-

fesseur Genack du Queens College de New York avec les r�esultats th�eoriques des sections

pr�ec�edentes. Les r�esultats exp�erimentaux pr�esent�es ici sont encore pr�eliminaires et n'ont

pas �et�e publi�es. Les exp�eriences sont dues �a Andrey Chabanov qui a e�ectu�e son travail

de th�ese sur la m�esoscopie et la localisation d'Anderson des micro-ondes [17].

La description du dispositif exp�erimental est la suivante (�gure 3.7) : un tube de cuivre

de 7:3 cm de diam�etre et de longueur L = 90 cm est rempli de billes d'alumine et de po-

lystyr�ene. Les billes d'alumine Al2O3 ont 0:95 cm de diam�etre, une constante di�electrique

de 9:86 et forment les di�useurs au sein du tube. Les billes de polystyr�ene, de 1:9 cm de

diam�etre, sont pr�esentes pour supporter les billes d'alumine et permettent de faire varier

la concentration de di�useurs (qui est ici de 0:068 en volume). Les billes de polystyr�ene

sont transparentes au rayonnement �electromagn�etique utilis�e. L'in
uence de l'absorption

est non n�egligeable car L=La � 4:3 pour ce dispositif exp�erimental particulier. Les dif-

f�erentes r�ealisations du d�esordre sont obtenues par rotation du tube. Chaque rotation a

pour e�et de m�elanger les di��erentes billes et par cons�equent de changer al�eatoirement

la r�epartition des di�useurs. La rotation du tube est automatis�ee par un syst�eme de mo-

teurs pas �a pas. Les moyennes statistiques sont r�ealis�ees sur 8600 di��erentes r�ealisations
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kea, kba ,

L

Surface S

eb

Fig. 3.7 - Un tube de cuivre est rempli de billes d'alumine Al2O3 (sph�eres noires) et

de billes de polystyr�ene transparentes aux micro-ondes. Les r�ealisations du d�esordres sont

obtenues par rotation du tube.

du d�esordre. Les fr�equences utilis�ees sont de l'ordre de 17 Ghz, ce qui correspond �a un

rayonnement �electromagn�etique micro-ondes.

La d�etection des micro-ondes peut se faire au niveau du champ �electrique (amplitude

et phase), ce qu'il est extrêmement di�cile de faire aux fr�equences optiques. Ceci apporte

une grande souplesse aux mesures car le terme de corr�elation C(1) est le module carr�e de

la corr�elation du champ �electrique transmis. Il est donc possible de mesurer s�epar�ement

la corr�elation C(1) et de la d�eduire des deux autres termes C(2) et C(3).

Le milieu est illumin�e par une onde �electromagn�etique lin�eairement polaris�ee et la

d�etection se fait grâce �a une antenne sensible �a la polarisation lin�eaire du champ �electrique

transmis. L'orientation de la polarisation du g�en�erateur de micro-ondes peut prendre deux

positions, 0 et 90 degr�es, alors que le d�etecteur peut être tourn�e entre 0 et 90 degr�es par

pas de 15 degr�es. Nous avons donc 14 con�gurations di��erentes des polarisations pour

chaque r�ealisation du d�esordre.

Nous nous int�eressons �a la d�ependance de la polarisation vis �a vis de la corr�elation

de l'intensit�e transmise, aussi nous nous pla�cons dans la situation o�u ka = ka0 et kb =

kb0. Appelons �in et �out les angles form�es par les directions des polarisations lin�eaires

incidentes et �emergentes (�gure 3.8). Comme nous avons d�e�ni �a;a0 = ea � ea0 et �b;b0 =

eb � eb0, l'expression de la corr�elation de l'intensit�e transmise (3.23) devient

C(�in; �out) = cos2 �in cos
2 �out

+
1

g0pol
F2(0; L=La)

h
cos2 �in + cos2 �out

i

+

 
1

g0pol

!2

F3(L=La); (3.24)
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Fig. 3.8 - Angles entre les polarisations incidente et �emergente.

o�u les fonctions F2 et F3 sont donn�ees par les relations (2.26) et (2.28) du chapitre 2. La

longueur d'absorption est connue (L=La � 4:3), ce qui nous donne,

F2(0; L=La � 4:3) = 0:56;

F3(L=La � 4:3) =

8<: 0:15 Pnini;

0:11 Brouwer:

Si �in = 0

Dans cette situation le terme C(1) et la corr�elation de l'intensit�e transmise prennent

la forme suivante en fonction de l'angle �out

C(1)(�in = 0; �out) = cos2 �out; (3.25)

C(�in = 0; �out) = cos2 �out +
1

g0pol
F2(0; L=La)

h
1 + cos2 �out

i

+

 
1

g0pol

!2

F3(L=La): (3.26)

Si �in = �=2

Dans cette situation la corr�elation de l'intensit�e transmise s'�ecrit

C(�in =
�

2
; �out) =

1

g0pol
F2(0; L=La) cos

2 �out +

 
1

g0pol

!2

F3(L=La): (3.27)

La �gure 3.9 pr�esente la comparaison entre la mesure exp�erimentale de la corr�elation

C et la pr�ediction th�eorique pour di��erents angle �out lorsque �in = �=2. Remarquons que

le point �out = �=2 est �egal, d'apr�es la th�eorie, �a C(3). La courbe en trait plein correspond

�a la fonction (3.27) lorsque g0pol = 2:27 et F3(L=La) = 0:14.

La �gure 3.10 pr�esente la variation des fonctions de corr�elationC(1) etC avec l'angle �out

lorsque �in = 0. Remarquons qu'il n'y a pas de param�etre ajustable dans l'expression th�eo-

rique de C(1).
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Fig. 3.9 - Comparaison entre la mesure de la fonction de corr�elation exp�erimentale C

(points noirs) et la pr�ediction th�eorique (courbe en traits pleins) en fonction de l'angle

�out lorsque �in = �=2, g0pol = 2:27 et F3(L=La) = 0:14.
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Fig. 3.10 - Comparaison entre les mesures des fonctions de corr�elations exp�erimentales

C(1) et C (points noirs) et les pr�edictions th�eoriques en fonction de l'angle �out lorsque

�in = 0, g0pol = 2:27 et F3(L=La) = 0:14.
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La valeur obtenue pour la fonction F3(L=La � 4:3) � 0:14 est l�eg�erement di��erente

des pr�edictions th�eoriques de Pnini et Brouwer. La comparaison entre l'exp�erience et la

th�eorie est tr�es encourageante même si les donn�ees pr�esent�ees ici ne sont pas su�samment

�nalis�ees pour leur attribuer des barres d'erreurs et d�eterminer avec pr�ecision C(3). Cette

exp�erience repr�esente la premi�ere mise en �evidence exp�erimentale directe de la fonction

de corr�elation C(3) pour la lumi�ere polaris�ee.

3.7 Conclusion

Dans ce chapitre nous avons pr�esent�e l'�etude de la propagation d'une onde �electro-

magn�etique �a travers un milieu al�eatoire prenant en compte rigoureusement les e�ets de

polarisation.

Apr�es avoir calcul�e les coe�cients de transmission d'une onde polaris�ee, nous nous

sommes focalis�es sur les corr�elations de l'intensit�e transmise, et plus particuli�erement sur

la d�ependance de ces fonctions de corr�elation avec les �etats de polarisation des ondes. Nous

avons montr�e que les trois termes de corr�elation C(1), C(2) et C(3) ont des r�egles de s�election

di��erentes. La corr�elation C(1) est strictement nulle lorsque les polarisations incidentes ou

�emergentes sont crois�ees. Le terme de corr�elation C(2) est nul lorsque les polarisations

incidentes et �emergentes sont crois�ees alors que la corr�elation C(3) est ind�ependante des

�etats de polarisation des ondes. La d�ependance des trois fonctions de corr�elation avec les

directions des faisceaux et avec l'absorption est identique �a celle d'une onde acoustique

obtenue au chapitre 2. En utilisant les di��erentes r�egles de s�election sur les polarisations,

il est possible de mesurer directement le terme de corr�elation C(3).

La comparaison avec les r�esultats exp�erimentaux obtenues par Genack et Chabanov du

Queens College de New York, pour un milieu quasi 1D, est tr�es encourageante. Les d�epen-

dances th�eoriques de la fonction de corr�elation de l'intensit�e transmise avec la polarisation

sont en tr�es bon accord avec les r�esultats exp�erimentaux.
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Annexe A

Calcul du vertex de Hikami H(4)

Dans cette annexe nous allons d�etailler le calcul du vertex de Hikami H(4) dans le cas

vectoriel. Au premier ordre en perturbation le vertex de Hikami H(4) est form�e de trois

termes, voir �gure 3.5

H
(4)
ii0;jj0;kk0;ll0 = H1

ii0;jj0;kk0;ll0 +H2
ii0;jj0;kk0;ll0 +H3

ii0;jj0;kk0;ll0

avec H1, H2 et H3,

H1
ii0;jj0;kk0;ll0 =

Z
dq

(2�)3
Gik(q� p1)G

�

j0k0(q+ p3 + p4)Gjl(q+ p4)G
�

i0l0(q);

H2
ii0;jj0;kk0;ll0 =

6�

l

X
�;�

Z
dq

(2�)3
dq0

(2�)3
Gi�(q� p1)G

�(q)Gl�(q+ p4)�

Gj�(q
0 � p3)G

�

i0l0(q
0)Gk�(q

0 + p2);

H3
ii0;jj0;kk0;ll0 =

6�

l

X
�;�

Z
dq

(2�)3
dq0

(2�)3
G�

�l0(q
0 � p4)Gjl(q

0)G�

j0�(q
0 + p3)�

G�

�k0(q� p2)Gjk(q)G
�

i0�(q+ p1):

La somme sur les degr�es de polarisation � et � des termes H2 et H3 est due aux degr�es

de polarisation interne libres du di�useur pr�esent pour ces deux diagrammes.

Le calcul de H1, H2 et H3 s'e�ectue en d�eveloppant la fonction de Green moyenne

G��(q+p) donn�ee par la relation (3.3) au deuxi�eme ordre en q autour de p, ce qui donne

G��(q+ p) = G(p)

"
��� �

p�p� + p�q� + p�q� + q�q�

k20

#

+ G(p)2
"
���(�q2� 2q � p) + q2

p�p�

k20
+ 2(q � p)

p�p� + p�q� + p�q�

k20

#

+ G(p)3
"
4(q � p)2��� � 4(q � p)2

p�p�

k20

#
;
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avec

G(p) =
1

p2 � �2
; �2 = (k20 + ik0=l);

puis en int�egrant sur les impulsions libres q et q0. Lors du produit des fonctions de Green, il

est n�ecessaire de faire particuli�erement attention pour ne garder que les termes dominants

en puissance de 1=k0l. Chaque terme H1, H2 et H3 est alors donn�e par le produit d'un

tenseur et d'une fonction scalaire identique au diagramme scalaire �equivalent. En utilisant

les relations [13, 16, 18] Z
d2p

(2�)3
G(p)mG(p)�n = Im;n;Z

d2p

(2�)3
(p � q)2G(p)mG(p)�n =

1

3
k2p2Im;n;

avec

Im;n =
i(2i)�(m+n+1)(�1)n�1

2�

(m+ n� 2)!

(m� 1)!(n� 1)!
l2(m+n)�3

�
1

k0l

�m+n�2

;

il vient pour H1

H1
ii0;jj0;kk0;ll0 =< T 8

iki0l0jlj0k0 >

"
l3

8�k20
�

l5

24�k20
(p1 � p3 + p2 � p4 + p2

1 + p2
2 + p2

3 + p2
4)

#
;

avec le tenseur de rang huit

< T 8
iki0l0jlj0k0 >=

Z
dn̂

4�
(�ik � nink)(�i0l0 � ni0nl0)(�jl � njnl)(�j0k0 � nj0nk0);

o�u ni est la composante i du vecteur unitaire n̂. Le tenseur < T 8
iki0l0jlj0k0 > est directement

dû au produit des parties tensorielles des quatre fonction de Green. A ce stade il est

pratique d'introduire le tenseur de rang 2 suivant

�ij = �ij � ninj;

qui v�eri�e la relation de projection

3X
j=1

�ij�jk = �ik:

Le tenseur < T 8
iki0l0jlj0k0 > s'exprime en fonction de � par

< T 8
iki0l0jlj0k0 >=

Z
dn̂

4�
�ik�i0l0�jl�j0k0:

En d�eveloppant le produit des quatre fonctions �, il est, en principe, possible d'exprimer

< T 8
iki0l0jlj0k0 > comme une somme de tenseurs irr�eductibles. N�eanmoins nous allons voir

que cette op�eration n'est pas n�ecessaire pour le calcul explicite de C(2).
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Les termes H2 et H3 sont donn�es par

H2
ii0;jj0;kk0;ll0 =

3

2

X
��

< T 6
i��li0l0 >< T

06
j��kj0k0 > �

"
�

l3

16�k20
+

l5

48�k20
(�p2 � p3 � p1 � p4 + p2

1 + p2
2 + p2

3 + p2
4)

#
;

et

H3
ii0;jj0;kk0;ll0 =

3

2

X
��

< T 6
iki0��k0 >< T

06
jlj0��l0 > �

"
�

l3

16�k20
+

l5

48�k20
(�p2 � p2 � p3 � p4 + p2

1 + p2
2 + p2

3 + p2
4)

#
;

avec

< T 6
jki0��k0 > =

Z
dn̂

4�
�jk�i0���k0; o�u �jk = �jk � njnk;

< T
06
jlj0��l0 > =

Z
dn̂0

4�
�

0

jl�
0

j0��
0

�l; o�u �
0

ij = �ij � n
0

in
0

j:

En prenant la somme des trois termes H1, H2 et H3, nous arrivons �a la relation

suivante pour le vertex de Hikami H(4)

H
(4)
ii0;jj0;kk0;ll0 = < T 8

iki0l0jlj0k0 >

"
l3

8�k20
�

l5

24�k20
(p1 � p3 + p2 � p4 + p2

1 + p2
2 + p2

3 + p2
4)

#

+
3

2

X
��

< T 6
i��li0l0 >< T

06
j��kj0k0 > �

"
�

l3

16�k20
+

l5

48�k20
(�p2 � p3 � p1 � p4 + p2

1 + p2
2 + p2

3 + p2
4)

#

+
3

2

X
��

< T 6
iki0��k0 >< T

06
jlj0��l0 > �

"
�

l3

16�k20
+

l5

48�k20
(�p2 � p2 � p3 � p4 + p2

1 + p2
2 + p2

3 + p2
4)

#
:

Cette expression est extrêmement compliqu�ee mais se simpli�e grandement lorsque l'on

prend en compte les quatre propagateurs polaris�es L li�es au vertex de Hikami dans l'ex-

pression (3.13) de C(2). Ceux-ci imposent i = i0, j = j0, k = k0 et l = l0. En sommant sur

les indices i, j, k et l et en utilisant la relation p1 + p2 + p3 + p4 = 0 il vient

X
ijkl

H
(4)
ii;jj;kk;ll = 2

�l5

48�k20
(p1 � p2 + p2 � p3 + 2p2 � p4 + 2p1 � p3 + p1 � p4 + p3 � p4);

= 2
�l5

48�k20
(2p1 � p3 + 2p2 � p4 � p2

1 � p2
2 � p2

3 � p2
4);

= 2H
(4)
scal:
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En e�et la partie tensorielle de H1 donne

X
ijkl

< T 8
ikiljljk > =

X
ijkl

< �ik�il�jl�jk >

=
3X

k=1

< �kk � nknk >

=
3X

k=1

2

3
�kk

= 2;

alors que la partie tensorielle de H2 (et de H3 de la même fa�con) donne

3

2

X
��ijkl

< T 6
i��lil >< T

06
j��kjk > =

3

2

X
��ijkl

< �i���l�il >< �
0

j��
0

�k�
0

jk >

=
3

2

X
��

< ��� >< �
0

�� >

=
2

3

X
��

������

= 2:

La conclusion de cette annexe est donc la suivante

X
ijkl

H
(4)
ii;jj;kk;ll = 2H

(4)
scal:
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Chapitre 2

Bilan et perspectives

Dans cette premi�ere partie nous avons �etudi�e le transport d'une onde �a travers un

milieu h�et�erog�ene lin�eaire dans le r�egime m�esoscopique de faible d�esordre. Ce r�egime est

caract�eris�e par l'in�egalit�e � � l� � L � L�;a o�u � est la longueur d'onde, l� le libre

parcours moyen de transport, L l'�epaisseur du milieu, L� la longueur de coh�erence et

La la longueur d'absorption. Le r�egime m�esoscopique de faible d�esordre correspond �a

une situation o�u l'onde est di�us�ee multiplement dans le milieu (ce que d�ecrit l'in�egalit�e

l� � L) tout en gardant sa coh�erence de phase au cours de la propagation (c'est le sens

de l'in�egalit�e L� L�;a).

Au chapitre 2 nous avons pr�esent�e la propagation d'une onde acoustique �a travers

un milieu h�et�erog�ene. Par le biais de techniques diagrammatiques, nous avons calcul�e

les coe�cients de transmission moyen de l'intensit�e et les corr�elations des coe�cients de

tramsission de l'intensit�e. Ceci nous a amen�e �a introduire trois fonctions de corr�elation,

C(1), C(2) et C(3) qui d�ecrivent la corr�elation des coe�cients de l'intensit�e transmise. Nous

avons montr�e que le terme C(1) est le terme dominant de la fonction de corr�elation de

l'intensit�e transmise. Le terme C(2) est le terme dominant de la corr�elation de l'intensit�e

transmise totale alors que le terme C(3) d�ecrit les 
uctuations universelles de conductance.

Nous avons pr�esent�e l'in
uence de la longueur d'absorption sur les diverses quantit�es de

transport.

Au chapitre 3 nous avons discut�e de la propagation d'une onde �electromagn�etique

polaris�ee lin�eairement �a travers un milieu h�et�erog�ene. En suivant le plan du chapitre 2,

nous avons d'abord �etudi�e les coe�cients de transmission moyen de l'intensit�e puis la

fonction de corr�elation de l'intensit�e transmise. La di�cult�e technique li�ee aux ondes
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x

k

axe rapide axe rapide

Detecteur
e

Fig. 2.1 - Dispositif exp�erimental sch�ematique d'une exp�erience avec des faisceaux pola-

ris�es circulairement.

�electromagn�etiques est de prendre rigoureusement en compte les degr�es de polarisation.

Ceci nous a amen�e �a calculer la fonction de Green moyenne, le propagateur de l'intensit�e

et le vertex de Hikami H(4) dans le cas d'une onde vectorielle. Nous avons montr�e que les

fonctions de corr�elations C(1), C(2) etC(3), que nous avions introduit au chapitre 2, peuvent

se g�en�eraliser au cas d'une onde �electromagn�etique polaris�ee. La polarisation introduit une

contribution suppl�ementaire par le biais de nouvelles r�egles de s�election aux termes C(1),

C(2) et C(3). Ceci ouvre la possibilit�e de mesures directes de la fonction de corr�elation C(3)

en e�et, lorsque les polarisations des faisceaux incidents et �emergents sont crois�ees nous

avons montr�e que les termes C(1) et C(2) s'annulaient et que par cons�equent, la fonction

de corr�elation de l'intensit�e transmise �etait donn�ee par la fonction de corr�elation C(3).

Nous avons pr�esent�e une comparaison tr�es encourageante entre ces r�esultats th�eoriques

et les r�esultats pr�eliminaires d'une exp�erience r�ealis�ee sur un milieu quasi 1D avec des

micro-ondes polaris�ees lin�eairement. Cette exp�erience a �et�e e�ectu�ee par A. Chabanov et

A. Genack du Queens College de New York et est la premi�ere mise en �evidence directe de

la corr�elation C(3) pour la lumi�ere polaris�ee.

Perspectives

La mesure, que nous avons d�ecrite pr�ec�edemment de la fonction de corr�elation de l'in-

tensit�e transmise pour des micro-ondes polaris�ees pose un probl�eme. En e�et, elle n�ecessite

de faire tourner la source ainsi que le d�etecteur si bien que les câbles d'alimentation ont

tendance �a gêner la rotation. Ceci induit une corr�elation fortuite di�cilement quanti�able

dans la mesure de la fonction de corr�elation de l'intensit�e transmise. Or, comme nous
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Fig. 2.2 - D�e�nition des angles �in et �out.

l'avons vu au chapitre 3, le terme de corr�elation C(3) est tr�es faible et il est primordial

d'obtenir la fonction de corr�elation de l'intensit�e transmise avec un tr�es grande pr�ecision.

Pour �eviter ce probl�eme une m�ethode propos�ee par A. Chabanov est de r�ealiser les

mesures non pas avec de faisceaux polaris�es lin�eairement mais circulairement. Ceci peut

se mettre en oeuvre en pla�cant �a l'entr�ee et �a la sortie du milieu une lame quart d'onde

(voir sch�ema 2.1). Supposons que la source �emette des ondes polaris�ees lin�eairement selon

l'axe x et que le d�etecteur soit orient�e de telle fa�con que cela soit la composante x du

champ �electrique qui soit mesur�ee. Appelons �in l'angle entre l'axe x et l'axe rapide de la

lame quart d'onde �a l'entr�ee du milieu et �out l'angle entre l'axe x et l'axe rapide de la

lame quart d'onde en sortie du milieu (voir �gure 2.2). La rotation des deux lames quart

d'onde permet de faire varier �in et �out ce qui revient �a faire varier le degr�e d'�ellipticit�e

des ondes. Ainsi si �in = �=4, nous obtenons une onde incidente polaris�ee circulairement

�a droite et si �in = ��=4, nous obtenons une onde polaris�ee circulairement �a gauche. Ce

sch�ema exp�erimental permet d'�eliminer la corr�elation fortuite engendr�ee par les câbles

d'alimentation puisque la source et le d�etecteur restent �xes.

Appelons I(�in; �out) l'intensit�e mesur�ee lorsque les angles form�es par les axes rapides

des deux lames quart d'onde avec l'axe x sont �in et �out. Nous pouvons maintenant

d�e�nir la fonction de corr�elation de l'intensit�e transmise

C(�in; �out) �
< I(�in; �out)I(��=4;��=4) > � < I(�in; �out) >< I(��=4;��=4) >

< I(�in; �out) >< I(��=4;��=4) >
:

Cette fonction de corr�elation est l'analogue de la fonction de corr�elation (3.1) mais pour

des polarisations circulaires.

On peut montrer que la fonction de corr�elation C(�in; �out), pour un milieu quasi 1D
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de longueur L de longueur d'absorption La, prend la forme

C(�in; �out) =
1

2
(1 � sin 2�in)

1

2
(1� sin 2�out)

+
1

g0pol
F2(0; L=La)

�
1

2
(1� sin 2�in) +

1

2
(1 � sin 2�out)

�

+

 
1

g0pol

!2

F3(L=La);

o�u les fonctions F2 et F3 sont donn�ees par les relations (2.26) et (2.28) du chapitre 2. Nous

voyons que si �in = �=4 et �out = �=4 alors C(�in; �out) =

�
1

g0
pol

�2
F3(L=La). En d'autres

termes la fonction de corr�elation de l'intensit�e transmise lorsque les ondes incidentes et

�emergentes sont crois�ees (mais maintenant au sens des polarisations circulaires, c'est-�a-

dire circulaire gauche et circulaire droite), est donn�ee par le terme C(3). Nous esp�erons

que cette m�ethode permettra de mesurer avec une tr�es grande pr�ecision la fonction de

corr�elation C(�in; �out) ce qui nous permettrait de confronter �a l'exp�erience les th�eories

de P. Brouwer et R. Pnini sur la valeur de C(3).
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Deuxi�eme partie

La m�esoscopie des ondes sismiques





Chapitre 1

La Coda sismique vue par un

physicien : la m�esoscopie des ondes

sismiques

1.1 Introduction

Il peut sembler \�etrange" que des physiciens de la mati�ere condens�ee s'int�eressent �a

la propagation des ondes sismiques dans la croûte terrestre : c'est d'habitude le champ

d'�etude des g�eophysiciens. De fait notre d�emarche sera un peu di��erente de celle adopt�ee

par les sismologues qui cherchent �a mieux comprendre les structures internes de la terre.

Nous allons plutôt �etudier la propagation des ondes sismiques comme nous �etudierions la

propagation des �electrons dans les m�etaux, ou de la lumi�ere dans un milieu d�esordonn�e,

et notre but sera de mieux comprendre le comportement des ondes �elastiques dans des

milieux complexes. Dans un certain sens nous nous int�eresserons �a la m�esoscopie des ondes

sismiques.

Ce premier chapitre est d�edi�e �a l'introduction de la coda des sismogrammes [1, 2, 3,

4, 5, 6] et au contexte g�en�eral qui motive cette �etude. Dans un premier temps nous allons

pr�esenter la structure interne de la terre [7] pour ensuite nous concentrer sur la propagation

des ondes sismiques dans la croûte terrestre. Pour cela nous pr�esenterons l'�equation des

ondes �elastiques [8, 9, 10] ainsi que les coe�cients de r�e
exion et de transmission �a la

surface de la terre et �a la discontinuit�e entre la croûte et le manteau [9]. Nous pr�esenterons

aussi les conversions de modes lorsqu'une onde di�use sur une h�et�erog�en�eit�e [4, 11, 12, 13,
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Fig. 1.1 - Repr�esentation simpli��ee des di��erentes parties constituant la structure interne

de la terre.

14]. Ceci nous permettra d'introduire deux mod�eles de la coda des sismogrammes [2, 4]

ainsi que le concept d'�equipartition des modes [15, 16, 17, 18, 19].

1.2 La structure interne de la terre

La connaissance de l'int�erieur de la terre repose en grande partie sur les �etudes sismo-

logiques. Lors de l'analyse des ondes �emises par les s�eismes, on utilise souvent l'analogie

optique qui d�e�nit par �equivalence aux rayons optiques des rais sismiques. Dans cette

analogie les rayons sismiques traversent la terre selon des chemins courb�es car les vitesses

de propagation changent avec la profondeur. Les temps de propagation des ondes d�e-

pendent du trajet parcouru mais surtout des r�e
exions et r�efractions sur les structures

internes de la terre. L'identi�cation des di��erents temps d'arriv�ee permet d'identi�er les

discontinuit�es formant la structure de la terre [7, 8, 9, 10].

Dans les mod�eles sismologiques globaux, tel PREM [7], la terre est divis�ee en coquilles

sph�eriques s�epar�ees par des discontinuit�es g�eophysiques. Chacune des coquilles a des pro-

pri�et�es chimiques et physiques di��erentes. De fa�con sch�ematique, les 6400 km du rayon

de la terre sont d�ecompos�es comme indiqu�e en �gure 1.1.

1. En partant du centre nous avons d'abord une sph�ere solide d'environ 1200 km de

rayon qui est appel�ee graine [7]. La graine est essentiellement constitu�ee de fer
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cristallin.

2. Au-dessus de la graine il y a le noyau liquide sur une �epaisseur de 2250 km [7].

Comme la graine, le noyau liquide est essentiellement constitu�e de fer. Il est le si�ege

de la g�eodynamo qui est le m�ecanisme cr�eant le champ magn�etique terrestre. Il a

des propri�et�es particuli�eres vis-�a-vis des ondes sismiques puisque, �etant liquide, les

ondes sismiques de cisaillement ne peuvent le traverser. Le noyau liquide tend �a

diminuer de volume car la graine se solidi�e lentement.

3. Vient ensuite le manteau inf�erieur sur une �epaisseur de 2200 km [7]. L'interface

entre le noyau liquide et le manteau inf�erieur est une discontinuit�e tr�es importante

car il marque la s�eparation entre un 
uide (noyau liquide) et un milieu solide qui ont

des propri�et�es physiques compl�etement di��erentes. Le manteau inf�erieur repr�esente

55% du volume de la terre.

4. Au-dessus du manteau inf�erieur se trouve le manteau sup�erieur qui s'�etend sur 650

km et repr�esente 27% du volume du globe [7].

5. En dernier la croûte terrestre �epaisse de seulement quelques dizaines de kilom�etres.

Son �epaisseur est relativement variable : de 30 km en moyenne sous les continents,

elle est de l'ordre de 10 km sous les oc�eans. Elle repr�esente un volume tr�es faible,

de l'ordre de 1% du volume terrestre total. La s�eparation entre la croûte et le man-

teau sup�erieur (discontinuit�e de Mohorovicic aussi appel�ee Moho) a �et�e d�ecouverte

en 1909 et est caract�eris�ee par un contraste de vitesse relativement fort (les vi-

tesses de propagation des ondes sont 30% plus �elev�ees dans la partie sup�erieure du

manteau) [7].

La description pr�ec�edente de la structure interne de la terre est extrêmement sommaire

car, dans chacune des parties, les propri�et�es chimiques et physiques sont modi��ees par

les variations de pression et de temp�erature avec la profondeur. Dans cette deuxi�eme

partie du m�emoire nous allons �etudier un aspect de la propagation des ondes sismiques

dans la croûte terrestre ; pour cette raison nous ne nous int�eresserons que peu aux autres

structures.

1.3 Equation d'onde �elastique

Les s�eismes lib�erent des quantit�es gigantesques d'�energie. Cette �energie est dissip�ee

en partie par fracturation des roches et en partie sous la forme d'ondes sismiques. La
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propagation des ondes sismiques est r�egie par l'�equation des ondes �elastiques, ou �equation

de Lam�e, qui est le re
et de l'�equilibre local des forces dans un milieu �elastique. Pour un

volume in�nit�esimal dV , l'�equation fondamentale de la dynamique s'�ecrit, en supposant

implicite la sommation sur les indices r�ep�et�es [8, 9, 10],

�@ttui = @k�ik; (1.1)

o�u � est la densit�e locale, ui la composante i du d�eplacement u et �ik le tenseur des

contraintes d�e�ni par [8, 9, 10],

�ik = �divu�ik + 2�"ik; (1.2)

"ik =
1

2
(@iuk + @kui);

o�u " est le tenseur des d�eformations. Les param�etres � et � sont les coe�cients de Lam�e ;

ils ne sont pas forc�ement constants dans le milieu. En ins�erant l'expression (1.2) du tenseur

des contraintes dans l'�equation (1.1), il est facile d'obtenir l'expression g�en�erale suivante

pour le champ de d�eplacements u

�@ttui � (�+ �)@i(@
kuk) � �(@j@

j)ui = (@i�)(@
kuk) + 2(@j�)"ji: (1.3)

Jusqu'�a pr�esent nous n'avons pas fait d'hypoth�ese sur les param�etres �, � et �. Remar-

quons que l'�equation (1.3) fait intervenir les d�eriv�ees spatiales des param�etres de Lam�e,

� et �. La densit�e joue, quant �a elle, un rôle similaire �a l'indice de r�efraction optique.

Si nous supposons que les coe�cients de Lam�e ainsi que la densit�e sont constants,

nous obtenons l'�equation d'onde pour le d�eplacement u [8, 9, 10]

@2u

@t2
�
� + 2�

�
graddivu+

�

�
rot rot u = 0: (1.4)

Le deuxi�eme terme du membre de gauche de l'�equation (1.4) d�ecrit une onde volumique

longitudinale qui se propage avec la vitesse vp =
q
(�+ 2�)=� alors que le troisi�eme terme

correspond aux ondes volumiques transversales qui se propagent avec la vitesse vs =
q
�=�.

Le d�eplacement des ondes transversales s'e�ectue selon deux directions perpendiculaires �a

la direction de propagation ce qui implique qu'il y a deux �etats de polarisation possibles.

La vitesse de propagation des ondes de compression est sup�erieure �a la vitesse des ondes de

cisaillement et ce sont elles qui sont d�etect�ees en premier (voir �gure 1.2). Pour cette raison

elles sont aussi appel�ees ondes P pour Primary waves. Les ondes de cisaillement sont aussi

appel�ees ondes S car elles se propagent plus lentement que les ondes P et sont d�etect�ees

en second, Secondary waves (voir �gure 1.2). Les ondes S ne peuvent pas se propager
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Fig. 1.2 - Sismogramme d'un tremblement de magnitude 4.3 sur l'�echelle de Richter

enregistr�e au Mexique en 1998. La distance entre l'�epicentre et le r�eseau de sismom�etres

est de 30km. Nous voyons distinctement les arriv�ees des ondes directes P et S.

dans les liquides (comme le noyau externe) car ceux-ci ne supportent pas les contraintes

de cisaillement. Dans un milieu homog�ene les ondes P et S se propagent ind�ependamment

les unes des autres. C'est seulement par r�e
exion ou r�efraction sur les interfaces ou lors de

di�usions sur des h�et�erog�en�eit�es que des conversions de modes apparaissent [8, 9, 10]. Par

ailleurs, les r�e
exions sur la surface de la terre donnent naissance aux ondes de Rayleigh

qui sont des ondes de surface propagatives. Les ondes de Rayleigh sont un m�elange d'ondes

de cisaillement et d'ondes de compression et se propagent �a une vitesse 10% inf�erieure

�a celle des ondes de cisaillement [8, 9, 10]. Une grande partie des d�egâts caus�es par les

tremblements de terre est due aux ondes de Rayleigh.

Les vitesses de propagation des ondes sismiques varient avec la profondeur [7]. Pour

illustration, elles sont de l'ordre de vs � 3:5 km=s et vp � 6 km=s dans la croûte (ce

qui correspond �a � = �) , vs � 7 km=s et vp � 12 km=s dans le manteau inf�erieur et

vs � 3:7 km=s et vp � 11 km=s dans la graine [7]. Le temps n�ecessaire pour traverser la

croûte est d'une dizaine de secondes et de 20 minutes pour traverser la terre de part en

part.
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Fig. 1.3 - D�e�nition des deux polarisations SH et SV .

1.3.1 Conversions de modes par r�e
exion aux interfaces

Dans cette section nous allons pr�esenter les coe�cients de r�e
exion et de r�efraction

�a la surface de la terre et au Moho (que nous supposerons plan) en tenant compte des

conversions de mode. Les valeurs des vitesses de propagation ainsi que celles des densit�es

dans la croûte et dans le manteau sup�erieur seront prises �egales �a

vs = 3:5km=s; vp = 6km=s; � = 3 � 103kg=m3 dans la croûte;

v0s = 4:7km=s; v0p = 8km=s; �0 = 3:3� 103kg=m3 dans le manteau:

Conventionnellement les deux �etats de polarisation des ondes S sont appel�es SV et

SH. Les ondes SH ont un d�eplacement dans le plan XY qui est parall�ele �a l'interface

alors que les ondes SV ont leurs d�eplacements dans le plan perpendiculaire �a l'interface

et contenant le vecteur d'onde k [9] (voir �gure 1.3). Les angles e et e0 d�esigneront les

angles que forment les directions de propagation des ondes P dans la croûte et le manteau

(voir les �gures 1.4 et 1.6). De même nous appellerons f l'angle que forme la direction de

propagation des ondes SV ou SH avec la verticale dans la croûte et f 0 l'angle des ondes

SV ou SH dans le manteau (voir �gures 1.4 et 1.6).

Les coe�cients de r�e
exion de l'�energie, que nous noterons par un exposant E, sont

li�es aux coe�cients de r�e
exion du champ (not�es avec un exposant a) par les relations
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Fig. 1.4 - D�e�nition des angles de r�e
exion �a la surface libre.

suivantes [4],

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

RE
SV;P = jRa

SV;P j2
sin2e
sin2f ;

RE
P;SV = jRa

P;SV j
2 sin2f
sin2e

;

RE
SV;SV = jRa

SV;SV j2;

RE
P;P = jRa

P;P j2;

RE
SH;SH = jRa

SH;SH j2;

et

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

TE
SV;P = jT a

SV;P j2
sin2e
sin2f ;

TE
P;SV = jT a

P;SV j
2 sin2f
sin2e

;

TE
SV;SV = jT a

SV;SV j2;

TE
P;P = jT a

P;P j2;

TE
SH;SH = jT a

SH;SHj2:

Les indices P , SV et SH indiquent les di��erents types d'ondes. Ainsi Ra
SV;P est le coe�-

cient de r�e
exion en amplitude d'une onde incidente de type SV en une onde �emergente

de type P . La conservation de l'�energie impose la relation suivante sur les coe�cients de

r�e
exion et de transmission,

8i 2 [P;SV;SH]
X

modes j

RE
i;j + TE

i;j = 1:

R�e
exion �a la surface de la terre

La surface de la terre ob�eit aux conditions de surface libre qui imposent une traction

nulle, �zx = �zy = �zz = 0 et l'absence d'ondes transmises [8, 9, 10].

Une onde SH incidente sur la surface de la terre avec l'angle f est r�e
�echie en une

onde SH avec le même angle. Les ondes SH ne sont pas coupl�ees aux ondes SV et P ,

par cons�equent [9],

Ra
SH;SH = 1;

Ra
SH;SV = 0;

Ra
SH;P = 0:
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Fig. 1.5 - Repr�esentation graphique des coe�cients de r�e
exion de l'�energie �a la surface

de la terre.

Une onde plane SV incidente sous un angle f est r�e
�echie en une onde plane SV qui

forme un angle f avec la verticale et une onde plane P qui forme un angle e avec la

verticale (voir �gure 1.4). Les angles e et f sont li�es par la relation de Snell-Descartes [9],

sin f

vs
=

sin e

vp
: (1.5)

Comme vp > vs il existe un angle critique, f1 = arcsin(vs=vp) � 35:60, pour lequel l'onde

SV incidente donne naissance �a une onde P parall�ele �a la surface libre. Les coe�cients

de r�e
exion du champ de d�eplacement sont donn�es par les relations [9],

Ra
SV;SV =

sin 2e sin 2f � (vp=vs)
2 cos2 2f

sin 2e sin 2f + (vp=vs)2 cos2 2f
;

Ra
SV;P =

(vp=vs) sin 4f

sin 2e sin 2f + (vp=vs)2 cos2 2f
;

Ra
SV;SH = 0:

La repr�esentation graphique des coe�cients de r�e
exion de l'�energie, RE
SV;SV et RE

SV;P , est

donn�ee en �gure 1.5 en fonction de l'angle d'incidence f .

Une onde plane P incidente sur la surface de la terre sous un angle e est r�e
�echie en

une onde plane P et une onde SV qui forment des angle e et f avec la verticale (voir

�gure 1.4). Les angles e et f sont li�es par la relation de Snell-Descartes (1.5). Comme

vp > vs il n'y a pas d'angle critique de r�e
exion. Les coe�cients de r�e
exion du champ
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Fig. 1.6 - D�e�nition des angles de r�e
exion et de r�efraction au Moho.

sont [9],

Ra
P;P =

sin 2e sin 2f � (vp=vs)
2 cos2 2f

sin 2e sin 2f + (vp=vs)2 cos2 2f
;

Ra
P;SV =

�2(vp=vs) sin 2e sin 2f
sin 2e sin 2f + (vp=vs)2 cos2 2f

;

Ra
P;SH = 0:

La repr�esentation graphique de RE
P;P et RE

P;SV en fonction de l'angle d'incidence e est

donn�ee en �gure 1.5.

R�e
exion et r�efraction au Moho

Les coe�cients de r�e
exion et de r�efraction au Moho ont des expressions analytiques

particuli�erement lourdes car ils d�ependent aussi bien des vitesses que des densit�es dans la

croûte et le manteau [8, 9, 10]. Aussi nous ne donnerons pas ici leurs expressions analy-

tiques explicites et nous nous contenterons de la repr�esentation graphique des coe�cients

de r�e
exion et de transmission de l'�energie dans le cas de la discontinuit�e croûte-manteau

ainsi que les expressions des angles critiques.

Une onde SH incidente de la croûte sur le Moho avec un angle f est r�e
�echie et

r�efract�ee en ondes SH. Les angles f et f 0 form�es par les directions de propagation par

rapport �a la verticale sont li�es par la relation [9],

sin f

vs
=

sin f 0

v0s
:
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Fig. 1.7 - Repr�esentation graphique des coe�cients de r�e
exion et de transmission d'une

onde SH incidente sur le Moho avec un angle f .

Comme vs < v0s il existe un angle critique, f1 = arcsin(vs=v
0
s) � 480, pour lequel l'onde

SH est transmise parall�element �a l'interface croûte-manteau. La repr�esentation graphique

de RE
SH;SH et TE

SH;SH en fonction de l'angle d'incidence f est donn�ee �a la �gure 1.7.

Une onde plane SV incidente de la croûte sur le Moho avec un angle f est r�e
�echie en

une onde SV et une onde P , et est r�efract�ee en une onde SV et une onde P (voir �gure

1.6). Les angles f , f 0, e et e0 sont li�es par la relation [9],

sin f

vs
=

sin f 0

v0s
=

sin e

vp
=

sin e0

v0e
: (1.6)

Comme vs < v0s < vp < v0p, il existe trois angles critiques. Pour f > f1 = arcsin(vs=v
0
p) �

260, l'onde P transmise est horizontale. Si f > f2 = arcsin(vs=vp) � 35:70, l'onde P est

r�e
�echie horizontalement. En�n si f > f3 = arcsin(vs=v
0

s) � 48:10, l'onde SV transmise

dans le manteau est horizontale. La repr�esentation graphique de RE
SV;SV , R

E
SV;P , T

E
SV;SV et

TE
SV;P en fonction de l'angle d'incidence f est donn�ee en �gure 1.8.

Finalement une onde plane P est r�e
�echie en une onde SV et une onde P , et est

r�efract�ee en une onde SV et une onde P (voir �gure 1.6). Les angles f , f 0, e et e0 sont li�es

par la relation (1.6). Comme v0s < vp < v0p, il y a un angle critique, e1 = arcsin(vp=v
0

p) �

48:60, pour lequel l'onde P transmise dans le manteau est horizontale. La repr�esentation

graphique deRE
SV;SV ,R

E
SV;P , T

E
SV;SV et TE

SV;P en fonction de l'angle d'incidence f est donn�ee
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Fig. 1.8 - Repr�esentation graphique des coe�cients de r�e
exion et de transmission de

l'�energie d'une onde SV incidente sur le Moho avec un angle f .

en �gure 1.9.

1.4 Les di��erents types d'enregistrements sismiques

Les ph�enom�enes g�eophysiques sont tr�es riches en grande partie du fait que de nombreux

param�etres varient sur plusieurs ordres de grandeur. Par exemple l'analyse spectrale des

ondes �emises par un tremblement de terre s'�etend de 10�4 Hz �a 10+2 Hz soit six ordres de

grandeur. Les tr�es basses fr�equences sont associ�ees aux modes de vibration globaux de la

terre. Lors d'un s�eisme particuli�erement �energ�etique, la terre entre en vibration comme un

r�esonateur g�eant [10]. A l'oppos�e, pour les hautes fr�equences, f > 1Hz, l'image des rayons

s'applique et le pouvoir de r�esolution de ces ondes sismiques est beaucoup plus grand. En

fonction du domaine de fr�equences choisies les ph�enom�enes observ�es sont compl�etement

di��erents.

Dans les sections et chapitres qui suivent nous nous placerons toujours dans le r�egime

des hautes fr�equences c'est-�a-dire 1Hz < f < 20Hz, les longueurs d'ondes sont alors de

quelques centaines de m�etres �a quelques kilom�etres. Ceci est �a comparer �a l'�epaisseurH de

la croûte, environ 30 km, par cons�equent nous nous placerons dans la limite o�u �s;p � H.

En fonction de la distance entre le s�eisme et les sismom�etres et suivant la fr�equence

d'observation, les enregistrements sismiques sont le re
et de la propagation des ondes

sismiques dans di��erentes parties de la terre. Si la source est �a moins de 100 km du
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Fig. 1.9 - Repr�esentation graphique des coe�cients de r�e
exion et de transmission de

l'�energie d'une onde P incidente sur le Moho avec un angle e.

de terre

B)

Ondes guidees

A)

Ondes directes
  S et P

C)

Tremblement

Fig. 1.10 - La �gure A repr�esente un tremblement de terre local alors que la �gure B est un

�ev�enement r�egional qui met en jeu les ondes guid�ees de la croûte. La �gure C repr�esente

un �ev�enement t�el�esismique pour lequel les ondes sismiques ont parcouru enti�erement la

terre.
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r�eseau de d�etection on parle d'un �ev�enement local. Les ondes sismiques mesur�ees se sont

principalement propag�ees dans la croûte terrestre et r�ev�elent des propri�et�es locales (voir

�gure 1.10A). Lorsque la distance entre le s�eisme et la station d'enregistrement est plus

grande (de cent �a plusieurs centaines de kilom�etres) nous avons a�aire �a un �ev�enement

dit r�egional. Le contraste de vitesses au Moho entre le manteau sup�erieur et la croûte

fait qu'il existe des angles critiques de r�e
exion au Moho (voir la section 1.3.1) [8, 9] : la

croûte terrestre est un guide d'ondes sismiques. Les sismogrammes sont le re
et de ces

ondes guid�ees (voir �gure 1.10B). Finalement, lorsque la distance source-d�etecteur est tr�es

grande, jusqu'�a l'�echelle de la terre, on parle d'�ev�enements t�el�esismiques. Pour une source

su�samment �energ�etique, les ondes �emises se propagent dans le manteau sup�erieur et

inf�erieur, le noyau liquide et la graine, avant d'être mesur�ees. Les ondes ont alors explor�e

la terre enti�erement et r�ev�elent les structures internes du globe (voir �gure 1.10C).

1.5 La Coda sismique : une signature du d�esordre?

Le sismogramme d'un tremblement de terre local est bien plus complexe qu'une simple

succession d'arriv�ees d'ondes directes S et P [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Apr�es ces arriv�ees, le sol

continue �a vibrer pendant plusieurs minutes avant que de retrouver le seuil du bruit

sismique (voir �gure 1.2). Cette partie des sismogrammes est appel�ee la coda sismique ou

la coda des sismogrammes. La coda sismique s'�etend sur plusieurs minutes alors qu'une

source sismique ne dure que quelques secondes [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Elle repr�esente la majorit�e

d'un enregistrement sismique et a un poids �energ�etique de l'ordre de 30% de l'�energie

totale mesur�ee. Elle est apparemment form�ee d'une succession d'ondes incoh�erentes qui

arrivent de toutes les directions en même temps [6], mais elle n'est en rien assimilable �a du

\bruit" car elle poss�ede des propri�et�es �etonnantes. Deux tremblements de terre situ�es en

un même site, mais �a des ann�ees d'intervalle, pr�esentent des codas sismiques parfaitement

identiques [20]. Il est même possible de superposer parfaitement, une �a une, les oscillations

des deux sismogrammes [20].

Les premi�eres �etudes de la coda sismique sont dues �a Aki et �a Aki et Chouet �a la �n

des ann�ees 1960 et au d�ebut des ann�ees 1970 [1, 2]. Ils ont montr�e que la d�ecroissance

temporelle de l'�energie dans la coda est toujours exponentielle et est bien d�ecrite par la

relation [2],

E(t; !) /
1

t

exp(�

!t

Qc

); (1.7)

o�u t est le temps, ! = 2�f o�u f est la fr�equence et 
 un param�etre variant entre 1 et 2. Le
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facteur de qualit�eQc d�etermine la d�ecroissance de l'�energie dans la coda. Plus Qc est grand

et plus la d�ecroissance de l'�energie est lente et la coda longue. Les observations montrent

que Qc est ind�ependant de la nature de la source, de sa position, de sa magnitude et est

tr�es stable dans une zone g�eographique donn�ee [4, 5]. Il apparâ�t comme le param�etre le

plus facile �a mesurer avec les amplitudes des ondes directes P et S [4, 5]. Par ailleurs

la valeur de Qc croit plus ou moins lin�eairement avec la fr�equence et semble se stabiliser

pour les hautes fr�equences (f > 10Hz) [4, 21, 22].

Le facteur de qualit�eQc a �et�e mesur�e dans de nombreuses r�egions du globe. Aux �Etats-

Unis pour une fr�equence de 1 Hz, il varie de 1200 dans les Apalaches �a 80 dans certaines

r�egions tectoniquement actives de la Californie [23]. En France, �a 2Hz, il est de l'ordre de

600 [24]. La corr�elation entre les variations r�egionales de Qc et la tectonique est grande,

ce qui laisse �a penser que Qc re
�ete les propri�et�es du milieu dans lequel se propagent les

ondes.

Le d�e� th�eorique est de comprendre la coda des sismogrammes. Pour cela il faut

trouver un m�ecanisme expliquant comment certaines ondes sismiques peuvent parcourir

plusieurs centaines de kilom�etres (deux minutes de coda repr�esentent environ 700 km

de propagation pour les ondes P ) avant d'être d�etect�ees, tandis que les ondes directes

ne parcourent que quelques dizaines de kilom�etres. Deux mod�eles ont �et�e propos�es pour

expliquer les caract�eristiques de la coda sismique. Tous deux supposent que le milieu

dans lequel se propagent les ondes est h�et�erog�ene. La coda est le r�esultat de chemins de

propagation plus ou moins longs dus aux di�usions sur ces h�et�erog�en�eit�es. Mais avant

de pr�esenter ces deux mod�eles, nous allons discuter des propri�et�es des ondes en milieux

h�et�erog�enes et plus particuli�erement des conversions de modes des ondes �elastiques par

di�usion.

1.5.1 Att�enuation d'une onde coh�erente scalaire par di�usion

Lorsqu'une onde traverse un milieu h�et�erog�ene, la partie coh�erente du champ voit son

amplitude diminuer exponentiellement avec la distance de propagation L [3, 4, 25, 26, 27],

ucoh = e�
L

2lu0; (1.8)

o�u l est la longueur d'extinction. La longueur d'extinction l repr�esente la distance moyenne

entre chaque di�usion. Il ne faut pas la confondre avec le libre parcours moyen de transport

l� qui correspond �a la distance au bout de laquelle une onde perd la m�emoire de sa direction

initiale [4, 25]. Pour des di�useurs qui ont des sections e�caces di��erentielles piqu�ees vers

l'avant, l� peut être tr�es grand devant la longueur d'extinction [4, 25, 26].
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L'att�enuation du champ coh�erent (1.8) n'est pas due �a l'absorption mais aux di�usions

sur les h�et�erog�en�eit�es du milieu qui transforment une partie du champ coh�erent en champ

di�us (ou incoh�erent) [26],

u = ucoh + ud =< u > +ud:

Le champ di�us change d'une r�ealisation �a l'autre du d�esordre et sa valeur moyenne sur

les r�ealisation du d�esordre est nulle.

Pour le cas simpli��e d'une onde scalaire, le champ u est solution de l'�equation d'onde

1

v(r)2
@2u(r; t)

@t2
�4u(r; t) = 0;

o�u v(r) est la vitesse de propagation de l'onde. Nous supposerons que les h�et�erog�en�eit�es

induisent des 
uctuations de la vitesse d�ecrites par la statistique exponentielle,

v(r) = v0 + �v(r) = v0(1 + �(r));

< �(r) > = 0; < �(r)�(r0) >= �2 exp(�
jr� r0j

a
):

En utilisant l'approximation de Born (aussi appel�ee Rayleigh-Gans) [3, 8], qui est valable

lorsque �ka � 1 avec k = 2�=�, on montre que la longueur d'extinction l et le libre

parcours moyen de transport l� sont donn�es par

l�1 =
k4

2�

Z �

0
C(2k sin

�

2
) sin �d�; (1.9)

l��1 =
k4

2�

Z �

0
(1 � cos �)C(2k sin

�

2
) sin �d�; (1.10)

o�u � est l'angle de di�usion et C la transform�ee de Fourier de la fonction de corr�elation

< �(r)�(r0) >. Dans le cas d'une corr�elation exponentielle [3]

C(q) =

Z
d3re�iq�(r�r

0) < �(r)�(r0) >=
8��2a3

(1 + a2q2)2
:

En ins�erant la fonction C(q) dans les relations (1.9) et (1.10), et en posant la variable

y = 2 sin �
2 il vient

l�1 = 4�2a3k4
Z 2

0

y

(1 + a2k2y2)2
dy =

8�2a3k4

1 + 4a2k2
;

l��1 = 2�2a3k4
Z 2

0

y3

(1 + a2k2y2)2
dy = 2�2a3k4

"
ln(1 + 4a2k2)

2a4k4
�

2

a2k2(1 + 4a2k2)

#
;

par cons�equent

l =

8<:
�

v4
0

8�2a3

�
1
!4

ka� 1�
v2
0

2�2a

�
1
!2

ka� 1
; l� =

8<:
�

v4
0

8�2a3

�
1
!4

ka� 1

a
�2

ka� 1
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Nous remarquons que la longueur d'extinction l est une fonction tr�es sensible de la fr�e-

quence. Par contre, lorsque la longueur d'onde est largement plus petite que la longueur de

d�ecorr�elation a, le libre parcours moyen de transport l� est ind�ependant de la fr�equence.

Ceci aura des implications importantes lors de la description th�eorique de la coda. En ef-

fet, la description du champ di�us ud fait intervenir le libre parcours moyen de transport

l� et non pas la longueur d'extinction l (voir le section 1.7 par exemple).

1.5.2 Conversions de modes par di�usion

Le terme de droite de l'�equation d'onde (1.3) fait intervenir les d�eriv�ees des param�etres

de Lam�e et peut être consid�er�e comme une source de l'�equation d'onde. Les variations

spatiales des param�etres de Lam�e sont la source des conversions de modes dans le milieu.

Nous allons pr�esenter le cas tr�es simpli��e des di�useurs sph�eriques de Rayleigh-Gans

[4, 11, 12, 13, 14] qui correspondent �a des inclusions �elastiques sph�eriques de rayons a et

de constantes �elastiques �+d�, �+d� et �+d� pour lesquels le produit de la 
uctuation

d�, d� et d� et de ks;pa est petit devant 1 [4, 11, 12, 13, 14]. La th�eorie �elastique de Mie,

o�u les sph�eres ont des tailles arbitraires devant la longueur d'onde, est tr�es compliqu�ee

[28, 29, 30]. Le choix de la g�eom�etrie sph�erique est simpli�cateur car, bien �evidement,

les h�et�erog�en�eit�es de la croûte terrestre n'ont pas la sym�etrie sph�erique. N�eanmoins cette

approche apporte des nombreux �el�ements de compr�ehension de la di�usion des ondes

�elastiques.

L'expression du champ di�us�e ainsi que les sections e�caces di��erentielles par un di�u-

seur de Rayleigh-Gans se trouvent dans la litt�erature [4, 11, 12, 13, 14]. La repr�esentation

graphique des sections e�caces totales �pp, �ps, �sp et �ss, norm�ees par la section e�cace

g�eom�etrique �a2, en fonction de kpa sont donn�ees sur la �gure 1.11 pour des 
uctuations

r�ealistes de la densit�e et des param�etres de Lam�e. On remarque que le couplage entre

modes S et modes P est important. Ceci montre que la di�usion des ondes �elastiques

dans un milieu d�esordonn�e est un probl�eme o�u les modes de cisaillement et les modes de

compression sont fondamentalement coupl�es.

Une autre caract�eristique particuli�ere des di�useurs �elastiques est que leurs sections ef-

�caces di��erentielles ne sont jamais isotropes, même dans le cas d'un di�useur de Rayleigh

(�s;p � a) [4, 14, 25]. La repr�esentation graphique en coordonn�ees polaires des sections

e�caces di��erentielles pour les r�egimes de Rayleigh, ks;pa � 1 et lorsque kpa = 1:6 est

donn�ee �a la �gure 1.12. On remarque que les di�useurs de Rayleigh ont tendance �a r�e-

trodi�user les ondes �elastiques alors que dans le r�egime o�u kpa = 1:6 la di�usion se fait
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Fig. 1.11 - Repr�esentation graphique des sections e�caces totales �pp, �ps, �sp et �ss,

norm�ees par la section e�cace g�eom�etrique �a2, en fonction de kpa lorsque ��=� = ��=� =

��=� = 5%.

majoritairement vers l'avant. Cette anisotropie des sections e�caces di��erentielles a des

r�epercussions importantes sur les propri�et�es de transport des ondes �elastiques dans les

milieux d�esordonn�es. La di�usivit�e des ondes sera plus faible pour un milieu d�esordonn�e

form�e de di�useurs de Rayleigh que pour des di�useurs o�u kpa = 1:6.

Il est aussi important de remarquer la relation suivante entre les sections e�caces

[4, 13, 14, 18, 19],

�ps =

 
2v2p

v2s

!
�sp: (1.11)

Cette propri�et�e est une cons�equence de la r�eciprocit�e spatiale de la fonction de Green et

est un r�esultat tr�es g�en�eral ind�ependant de la g�eom�etrie des di�useurs [13]. Le fait que

vp > vs, (1.11) implique que les conversions de modes P ! S sont plus \e�caces" que

les conversions de mode S ! P . L'�elasticit�e tend �a favoriser, pour des questions d'espace

des phases, les modes de cisaillement (voir aussi la section 1.8.2).
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Fig. 1.12 - Repr�esentation graphique en coordonn�ees polaires des sections e�caces dans

le r�egime de Rayleigh et dans le r�egime de Rayleigh-Gans o�u kpa = 1:6. On remarque que

les sections e�caces ne sont jamais isotropes, même pour des di�useurs de Rayleigh.
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B)A)

Fig. 1.13 - Dans les mod�eles A et B la discrimination croûte-manteau marqu�ee par la

ligne en pointill�es n'est pas prise en compte. Les ondes sismiques se propagent comme

dans un milieu semi-in�ni. En A les ondes de la coda sont simplement di�us�ees alors que

la �gure B repr�esente des ondes multiplement di�us�ees.

1.6 Premier mod�ele : milieu semi-in�ni absorbant

Pour expliquer les caract�eristiques de la coda un premier mod�ele a �et�e propos�e dans les

ann�ees 1970 par Aki et Chouet [2]. Par la suite, il a �et�e d�evelopp�e par Wu [31], Abubikarov

et Gusev [32] et Hoshiba [33] entre autres. Ce mod�ele consid�ere la terre comme un milieu

semi-in�ni d�esordonn�e et n�eglige la s�eparation croûte-manteau. Si le milieu est faiblement

d�esordonn�e, la coda est la marque de la di�usion simple des ondes sur les h�et�erog�en�eit�es.

Si le milieu est plus fortement h�et�erog�ene les ondes sont di�us�ees plusieurs fois avant

d'être d�etect�ees. Pour un milieu simplement di�usant, le �n de la coda correspond �a

des ondes ayant p�en�etr�e de plus de 300 km dans la terre, c'est-�a-dire ayant largement

explor�e le manteau sup�erieur (voir �gure 1.13 A). Pour un milieu multiplement di�usant,

la profondeur de p�en�etration des ondes est beaucoup plus faible (voir �gure 1.13 B) mais

g�en�ere de la même fa�con des arriv�ees tardives d'ondes.

Dans les mod�eles le facteur 1=t
 de la relation (1.7) est un facteur d'expansion g�eo-

m�etrique de la source (
 = 2 pour le mod�ele de la di�usion simple et 
 = 3=2 pour le

mod�ele de la di�usion multiple [3]) alors que la d�ecroissance exponentielle de l'�energie

dans la coda est attribu�ee �a l'absorption. La forte d�ecroissance temporelle de l'�energie

dans la coda sugg�ere une forte att�enuation des roches. Ceci semble être en contradiction

avec des mesures de d�ecroissance avec la distance de propagation des ondes guid�ees dans

la croûte qui montrent, au contraire, que l'absorption est relativement faible [34]. Par

ailleurs, les fortes variations de Qc avec la fr�equence sont di�cilement compatibles avec

les mod�eles d'absorption des roches. Dans ces mod�eles, le facteur de qualit�e d'absorp-
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Manteau 
homogene

^Croute
heterogene
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diffuses dans le manteau

Fig. 1.14 - Dans ce mod�ele la coda est form�ee d'ondes di�us�ees par les h�et�erog�en�eit�es

de la croûte. La d�ecroissance exponentielle de l'�energie est due �a l'action combin�ee d'une

faible absorption et d'une fuite des ondes sismiques dans le manteau.

tion est ind�ependant de la fr�equence car l'�energie absorb�ee par cycle est suppos�ee une

constante [35].

1.7 Deuxi�eme mod�ele : di�usion dans la croûte et

fuite au Moho

Une des propri�et�es majeures de la partie sup�erieure de la terre est la s�eparation entre le

manteau sup�erieure et la croûte. Cette s�eparation est le re
et de compositions chimiques

di��erentes, le manteau est homog�ene chimiquement, form�e majoritairement d'olivine dans

sa partie sup�erieure, et a un comportement m�ecanique ductile [4, 5]. A l'inverse, la croûte

est beaucoup plus rigide et est h�et�erog�ene chimiquement. Les nombreuses d�eformations

dues �a la tectonique ont form�e des r�eseaux de �ssures qui sont visibles lors d'exp�eriences de

r�e
exion sismique [4, 5]. La croûte apparâ�t r�e
�echissante (et donc h�et�erog�ene) alors que

le manteau semble plus transparent. De plus, les vitesses de propagation �etant plus �elev�ees

dans le manteau, la croûte se comporte comme un guide d'ondes (voir la section 1.3.1).

Ces consid�erations ont amen�e, �a la �n des ann�ees 1990, Margerin et al a propos�e un

nouveau mod�ele pour la coda sismique [4, 21, 22]. Dans ce mod�ele, la coda est le r�esultat

des di�usions des ondes sismiques sur les h�et�erog�en�eit�es de la croûte. La d�ecroissance

exponentielle de l'�energie est due �a l'action combin�ee d'une faible absorption et d'une fuite

des ondes sismiques dans le manteau. Le manteau �etant homog�ene, les ondes r�efract�ees

au Moho sont \perdues" (voir �gure 1.14).
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Plusieurs simulations num�eriquesMonte-Carlo de l'�equation du transfert radiatif acous-

tique ont montr�e que la d�ecroissance �energ�etique d'un tel mod�ele est en tr�es bon accord

avec la relation (1.7) [4, 21, 22]. La combinaison de la fuite au Moho et de l'absorption

permet d'expliquer les fortes variations de Qc en fonction de la fr�equence et des zones g�eo-

graphiques [4, 5]. En e�et, la partie du facteur de qualit�e due �a la di�usion d�epend de la

fr�equence alors que la contribution associ�ee �a l'absorption est ind�ependante de la fr�equence

et tend �a dominer pour les hautes fr�equences (f > 10Hz) [4, 22]. Ces simulations num�e-

riques ont aussi montr�e l'importance de la di�usion multiple. Les ondes sismiques �etant

r�e
�echies au Moho dans la croûte, les temps de propagation sont longs et les s�equences

de di�usion multiple primordiales pour expliquer quantitativement la coda [4, 5, 22]. Ce

mod�ele de la coda des sismogrammes n'est pas accept�e par tous [36] et le d�ebat reste

largement ouvert.

Equation de di�usion

Il est tr�es di�cile d'�etudier analytiquement les propri�et�es de l'�equation du transfert

radiatif [37] et l'on doit faire appel aux approches num�eriques même pour les cas les plus

simples [38]. Par contre, apr�es plusieurs di�usions, et dans le cas o�u le libre parcours

moyen est inf�erieur �a l'�epaisseur de la croûte (l�s;p < H), l'�evolution de l'�energie totale,

Etot = Es + Ep, est bien d�ecrite par une �equation de di�usion [16, 17, 18, 19]. Cela sera

justi��e math�ematiquement au chapitre 2.2. L'�etude de l'�equation de di�usion est beaucoup

plus facile et permet d'obtenir des r�esultats analytiques instructifs. Ils correspondent aux

solutions asymptotiques de l'�equation du transfert radiatif et servent souvent de test aux

simulations num�eriques de l'�equation du transfert radiatif [4, 22].

L'�equation de di�usion en pr�esence d'absorption s'�ecrit [16, 17, 18, 19],

@tEtot(r; t)�Deq4Etot(r; t) = �
Etot(r; t)

�a
; (1.12)

o�u �a est le temps d'absorption, Deq la constante de di�usion donn�ee par [16, 17, 18, 19]

Deq =

 
v3s

v3s + 2v3p

!
vpl

�

p

3
+

 
2v3p

v3s + 2v3p

!
vsl

�

s

3
; (1.13)

et l�s , l
�

p les libres parcours moyens de transport des ondes S et P . La condition de surface

libre impose l'absence de fuite en z = 0 soit @Etot(r; t)=@zjz=0 = 0. La fuite au Moho

impose Etot(r; t)jz=H + z0@Etot(r; t)=@zjz=H = 0 o�u z0 est la longueur d'extrapolation

qui est de l'ordre du libre parcours moyen de transport, z0 � l� [4, 21]. La longueur
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d'extrapolation d�epend de la constante de di�usion Deq et des coe�cients de r�e
exion au

Moho [4, 21].

On montre que la forme asymptotique de la solution de l'�equation (1.12) est ind�epen-

dante de la source et s'�ecrit sous la forme [4, 21]

E(t) /
1

t
exp(�

t

�a
) exp(�Deq

�20
H2

t) �
1

t
exp(�

!t

Qc

);

o�u t est le temps et �0 la solution de l'�equation

�0 tan(�0) =
H

z0
; avec �0 2]0;

�

2
[ :

Par cons�equent le facteur de qualit�e Qc est donn�e par [4, 21],

1

Qc

=
1

Qa

+
1

Qs

avec Qa = 2�f�a et Qs =
2�fH2

Deq�
2
0

:

Dans l'hypoth�ese o�u �a est inversement proportionnel �a la fr�equence, Qa est constant. De

plus lorsque les corr�elations spatiales des 
uctuations des coe�cients �elastiques sont plus

grandes que la longueur d'onde, les libres parcours moyens de transport sont ind�ependants

de la fr�equence (voir la section 1.5.1). Si l'on se place dans cette situation, Qs varie comme

f et la variation du facteur de qualit�e Qc avec la fr�equence est

1

Qc

= const +
1

f
:

Ainsi la fuite des ondes di�uses dans le manteau expliquerait la variation de Qc avec

la fr�equence. Pour les fr�equences faibles cela serait le terme dominant de Qc, alors que

le facteur de qualit�e d'absorption Qa dominerait aux hautes fr�equences [4, 5, 21, 22].

Ce r�esultat est a priori limit�e �a des milieux o�u �s;p � l�s;p < H, mais les simulations

num�eriques Monte-Carlo de l'�equation du transfert radiatif con�rment ce comportement

fr�equentiel de Qc même dans le r�egime o�u �s;p � H < l�s;p [4, 21, 22].

Des observations de Qc dans une r�egion tectoniquement active du Mexique sont quan-

titativement bien d�ecrites par un facteur de qualit�e d'absorption de l'ordre de Qa � 1000

et un libre parcours moyen de vingt �a soixante dix kilom�etres, pour une croûte �epaisse

de H = 30 km [4, 22]. Un facteur de qualit�e de Qa � 1000 faiblement d�ependant de la

fr�equence est tout �a fait compatible avec ce que l'on pense de l'absorption des roches dans

la croûte. Le libre parcours moyen ne peut pas être tr�es inf�erieur �a l'�epaisseur de la croûte

car il est possible de mesurer par r�e
exion sismique, les ondes r�e
�echies sur le Moho, ce

qui est coh�erent avec l'ordre de grandeur du libre parcours moyen de transport que donne

ce mod�ele [4, 22].
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1.8 Equipartition de l'�energie

Dans le mod�ele pr�ec�edent, la coda serait la manifestation d'ondes multiplement di�u-

s�ees dans la croûte terrestre. Sa d�ecroissance temporelle serait due �a l'action combin�ee de

la fuite des ondes di�uses dans un manteau homog�ene et de l'absorption. N�eanmoins, bien

que les valeurs d'absorption et de libre parcours moyen n�ecessaires pour d�ecrire quanti-

tativement la coda soient satisfaisantes, elles ne permettent pas d'a�rmer que ce mod�ele

est le \bon". La validation ou l'invalidation de ce mod�ele apporterait des informations

pr�ecieuses sur le degr�e d'h�et�erog�en�eit�e de la croûte et du manteau, qui est mal connu. La

multitude de donn�ees des sismogrammes pourraient de ce fait être interpr�et�ees sous un

jour nouveau. On pourrait penser �a appliquer �a la sismologie les m�ethodes d'imagerie en

milieu di�us qui ont r�ecemment connu de grands progr�es en optique et en acoustique.

Pour un champ di�us, tous les modes de vibration du syst�eme sont equiprobablement

pr�esents. Ainsi même si une source sismique excite des modes de vibration bien particuliers

(principalement les modes P pour les explosions et les modes S pour des tremblements

de terre) ceux-ci sont convertis vers d'autres modes par les di�usions successives sur les

h�et�erog�en�eit�es et �nissent par peupler tous les modes de vibration. Ce ph�enom�ene a �et�e

appel�e �equipartition des modes [15, 16, 17, 18, 19].

L'�equipartition pr�esente une propri�et�e remarquable. Bien que le temps n�ecessaire pour

entrer dans le r�egime �equipartition�e soit sensible �a la nature du d�esordre, l'�equipartition

elle-même en est ind�ependante. Une des manifestations directes de l'�equipartition est que

les rapports d'�energie (�energie cin�etique sur �energie potentielle ou �energie de cisaillement

sur l'�energie potentielle de compression etc) sont constants dans le temps et ind�ependants

du tremblement de terre [15, 16, 17, 18, 19]. Les valeurs des rapports sont d�ependantes de

la structure exacte des modes de vibration ainsi que de la profondeur o�u a lieu la mesure.

1.8.1 Equipartition pour un milieu �elastique in�ni

Dans cette section, et pour illustrer notre propos, nous allons calculer les valeurs des

rapports d'�equipartition de l'�energie pour un milieu �elastique in�ni [15, 16]. Pour un tel

milieu, les modes propres sont les ondes planes S et P . Pour une pulsation ! ils sont

donn�es par

up(r) =
k̂q
v3p

exp(i(
k � r
vp

� !t)); (1.14)



100 CHAPITRE 1. LA CODA SISMIQUE VUE PAR UN PHYSICIEN

ua;a
0

s (r) =
ĝa;a0q
v3s

exp(i(
k � r
vs

� !t)); (1.15)

o�u k est un vecteur dans la direction de propagation de norme !. Le vecteur k̂ est un

vecteur unitaire d�e�ni par k̂ = k=!. Les deux vecteurs unitaires ĝa;a0 sont perpendiculaires

�a la direction de propagation k. On peut facilement v�eri�er que ces modes sont norm�es

et orthogonaux entre eux pour le produit scalaire,

< ujv >=

Z
d3ru�(r)v(r): (1.16)

Nous allons pr�esenter deux m�ethodes pour calculer les rapports d'�energie d'un champ

�equipartitionn�e. La premi�ere est particuli�erement simple et tr�es r�ev�elatrice des ph�eno-

m�enes mis en jeu, mais ne s'applique qu'au cas du milieu in�ni. La deuxi�eme est plus

technique mais s'applique �a un milieu di�us quelconque.

1.8.2 D�enombrement dans l'espace r�eciproque

S'il y a �equipartition de modes, alors on comprend bien que le rapport de l'�energie

potentielle de cisaillement �a l'�energie potentielle de compression revient simplement �a

compter, pour une fr�equence donn�ee, le nombre de modes de cisaillement et le nombre de

modes de compression puis �a en faire le rapport [15, 16, 18, 19]. Pour un cube de côt�e

L arbitrairement large avec des conditions aux limites p�eriodiques, les composantes du

vecteur k sont quanti��ees, k
s;p
i = 2�nivs;p=L avec ni entier. Chaque mode occupe donc

un volume (2�vs;p=L)
3. Le nombre d'�etats de compression qui ont une pulsation comprise

entre ! et ! + d! est donn�e par le volume entre les sph�eres de rayon ! + d! et ! divis�e

par le volume qu'occupe un mode [15], soit :

dNp(!) =
L3!2

2�2v3p
d!:

La densit�e des �etats des modes P est donc Np(!) = !2L3=2�2v3p alors que la densit�e

des �etats des modes S est Ns(!) = !2L3=�2v3s . Le facteur 2 est du aux deux �etats de

polarisation des modes S. Par cons�equent le rapport de l'�energie potentielle de cisaillement

�a l'�energie potentielle de compression est donn�e par [15, 16, 18, 19]

< Es >

< Ep >
=

2v3p
v3s

� 10; 4 dans la croûte: (1.17)

Par ailleurs, grâce au th�eor�eme du Viriel, l'�energie de chaque mode se divise equiproba-

blement entre l'�energie cin�etique et l'�energie potentielle, le rapport de l'�energie cin�etique
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sur l'�energie potentielle est donc

< Ec >

< Ep > + < Es >
= 1: (1.18)

1.8.3 M�ethode g�en�erale

De fa�con g�en�erale, pour un d�eplacement u de pulsation !, les densit�es d'�energies

cin�etique, potentielle de cisaillement et potentielle de compression sont d�e�nies par les

relations [39, 40, 41],

Ec �
1

2
�!2juj2; (1.19)

Es �
1

2
�v2s jrotuj

2; (1.20)

Ep �
1

2
�v2pjdivuj

2; (1.21)

o�u � est la densit�e du milieu. L'�equipartition implique que le champ de d�eplacement soit

form�e �equiprobablement de tous les modes propres un de pulsation ! du syst�eme soit,

u(t) =
X

modesn

cnune
�i!t; (1.22)

avec les variables al�eatoires cn v�eri�ant < cn >= 0 et < cnc
�

m >= �(!; t)�n;m o�u le symbole

< � � � >marque la moyenne sur les r�ealisations du d�esordre [41]. Puisque les modes un sont

norm�es et orthogonaux par rapport au produit scalaire (1.16), il est relativement facile

de montrer que pour un d�eplacement donn�e par (1.22) les moyennes sur les r�ealisations

du d�esordre des densit�es d'�energies, pour une pulsation !, sont [41],

< Ec > =
1

2
�(!; t)�!2

X
modesn

junj2�(! � !n);

< Es > =
1

2
�(!; t)�v2s

X
modesn

jrotunj2�(! � !n);

< Ep > =
1

2
�(!; t)�v2p

X
modesn

jdivunj2�(! � !n);

La somme sur l'indice n repr�esente aussi bien la somme sur les deux types d'ondes S et

P que la somme sur les directions de propagation k.

La divergence des modes de vibration S et le rotationel des modes de vibration P

�etant nuls, le calcul des densit�es d'�energie revient �a �evaluer,

< Ec > =
1

2
�(!; t)�!2

X
n=P;S

junj2�(! � !n);
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< Es > =
1

2
�(!; t)�v2s

X
modesS

jrotusj2�(! � !s);

< Ep > =
1

2
�(!; t)�v2p

X
modesP

jdivupj2�(! � !p);

Dans un premier temps, calculons l'�energie potentielle de compression. La somme sur les

modes P correspond �a une int�egration sur les directions de propagation k,

< Ep >=
1

2
�(!; t)�v2p

Z
d3kjdivupj2�(!(k)� !p):

Il est facile de monter, �a partir de la relation (1.14), que jdivupj2 = k4p=v
5
p. De plus comme

jkj = !, il vient �(!(k)� !p) = �(k � kp) et donc,

< Ep > =
1

2
�(!; t)�v2p

Z
d3k

k4p

v5p
�(k � kp);

=
1

2
�(!; t)�!4

 
4�

v3p

!
:

Le même raisonnement, en n'oubliant pas que les modes S ont deux �etats de polari-

sation, permet d'arriver aux r�esultats suivants pour < Ec > et < Es >,

< Es > =
1

2
�(!; t)�!4

 
8�

v3s

!
;

< Ec > =
1

2
�(!; t)�!4

 
4�

v3p
+

8�

v3s

!
:

Nous retrouvons ainsi les r�esultats obtenus en (1.17) et (1.18) par un d�ecompte des �etats

dans l'espace r�eciproque,

< Es >

< Ep >
=

2v3p

v3s
� 10; 4 dans la croûte;

< Ec >

< Ep > + < Es >
= 1:

Cette m�ethode est beaucoup plus lourde et cache un peu les ph�enom�enes physiques mis

en jeu mais elle est beaucoup plus g�en�erale et s'applique même si les modes propres ne

sont pas purement S ou purement P .

Ce qu'il faut retenir de cette section est que l'�equipartition des modes de vibration

implique que les rapports d'�energies sont constants dans le temps et ind�ependants de la

source. La valeur des rapports d'�energies varie d'un syst�eme �a un autre puisque les modes

d�ependent de la g�eom�etrie.



1.9. PLAN DE LA DEUXI�EME PARTIE 103

1.9 Plan de la deuxi�eme partie

Une description tr�es compl�ete de la propagation des ondes sismiques dans un milieu

h�et�erog�ene est donn�ee par l'�equation du transfert radiatif des ondes �elastiques qui a �et�e

�etablie par Weaver en 1990 [16] et en 1996 par Ryzhik et al [17]. Cette �equation d�ecrit

la propagation de l'intensit�e sp�eci�que des ondes �elastiques (par le biais d'un vecteur de

Stokes) dans un milieu al�eatoire et est valable si �s;p � l�s;p. A la di��erence de l'�equation

de transfert radiatif classique, l'�equation du transfert radiatif des ondes �elastiques tient

compte des deux modes S et P ainsi que des conversions de modes lors des di�usions.

Dans cette formulation, il n'y a pas d'interf�erence entre les di��erentes ondes et les modes

de Rayleigh ne sont pas pris en compte. Cette �equation a �et�e largement �etudi�ee par des si-

mulations num�eriques et a permis de comprendre de nombreux aspects de la propagations

des ondes �elastiques dans les milieux d�esordonn�es [4, 14, 42, 43, 44, 45]. Il a �et�e montr�e

que l'�equation de transfert radiatif se simpli�e en une �equation de di�usion pour l'�energie

totale lorsque les temps de propagation sont longs devant le temps libre parcours moyen

[16, 17, 18, 19]. Mais malheureusement cette �equation de di�usion d�ecrit l'�evolution de

l'�energie totale (Etot = Es +Ep voir la section 1.7) et ne permet pas de suivre l'�evolution

temporelle de Es et Ep s�epar�ement et ainsi d'�etudier la valeur d'�equipartition Es=Ep.

Au chapitre 2 nous �etudierons le r�egime o�u le libre parcours moyen de transport

est plus petit que l'�epaisseur de la croûte terrestre, �s;p � l�s;p < H. Nous pr�esenterons

une approximation de di�usion g�en�eralis�ee de l'�equation du transfert radiatif des ondes

�elastiques. Cette approche nous permettra de d�ecrire l'�evolution spatio-temporelle des

�energies Es et Ep s�epar�ement, et de quanti�er le temps n�ecessaire pour entrer dans le

r�egime de l'�equipartition ainsi, que l'in
uence des conditions aux limites sur la valeur du

rapport Es=Ep. La faiblesse de cette approche vient de ce que les ondes de Rayleigh ne sont

pas prises en compte (comme elles ne l'�etaient pas dans l'�equation du transfert radiatif

des ondes �elastiques). N�eanmoins cette �equation de di�usion g�en�eralis�ee a le grand m�erite

d'être relativement simple et de mettre en valeur les m�ecanismes clefs de la di�usion

multiple des ondes �elastiques.

Le chapitre 3 est, �a l'oppos�e du chapitre 2, d�edi�e �a l'�etude de la propagation des

ondes sismiques dans la croûte terrestre dans le r�egime o�u l�s;p > H. Cette situation est

tr�es certainement courante pour la terre et pose la question de la validit�e de l'�equation

du transfert radiatif des ondes �elastiques dans sa forme courante. Le d�esordre �etant faible

dans la croûte, la \bonne" base pour d�ecrire la coda n'est plus celle des ondes planes

S et P , qui d�ecrit bien les ondes directes, mais plutôt la base des modes propres de
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la croûte. Dans cette nouvelle base, il est possible de d�eriver une �equation du transfert

radiatif pour laquelle les h�et�erog�en�eit�es du milieux couplent les modes entre eux. Cette

nouvelle �equation est tr�es puissante car elle prend en compte, par construction, les e�ets

d'interf�erences aux interfaces et d�ecrit par cons�equent parfaitement les ondes de Rayleigh

ainsi que les mesures en champ proche. L'�etude du temps d'�equipartition ainsi que celle

des valeurs d'�equipartition seront r�ealis�ees par le biais d'une approximation de di�usion de

cette nouvelle �equation du transfert radiatif. De plus nous nous int�eresserons �a la th�eorie

du cône de r�etrodi�usion coh�erente, en pr�esence d'une surface libre, sera pr�esent�ee pour

di��erentes sym�etries source-d�etecteur.

Le chapitre 4 est le r�esultat d'une collaboration active entre Nicolas Shapiro (alors

professeur �a l'universit�e nationale autonome de Mexico et qui est maintenant en poste �a

l'universit�e du Colorado �a Boulder aux USA), Renaud Hennino, Ludovic Margerin, Mi-

chel Campillo du Laboratoire de G�eophysique Interne et Tectonophysique de Grenoble,

de Richard Weaver de l'universit�e de Illinois �a Urbana-Champaign et de Bart van Tigge-

len et moi même du Laboratoire de Physique et Mod�elisation des Milieux Condens�es de

Grenoble. La partie exp�erimentale est due �a Nicolas Shapiro, Ludovic Margerin et Michel

Campillo alors que les analyses des donn�ees sont de Renaud Hennino et Nicolas Shapiro.

Le cadre th�eorique a �et�e mis en place par RichardWeaver, Bart van Tiggelen et moi même.

J'ai particuli�erement d�evelopp�e les calculs analytiques (bas�es sur le mod�ele d�ecrit au cha-

pitre 3) qui permettent d'obtenir des pr�edictions th�eoriques directement comparable aux

r�esultats exp�erimentaux. Ce chapitre pr�esente la comparaison entre des mesures r�ealis�ees

au Mexique en 1998 et les pr�edictions th�eoriques des valeurs d'�equipartition �a la surface

libre. Di��erents rapports d'�energies ont �et�e mesur�es dans la coda de douze tremblements

de terre locaux de magnitude sup�erieure �a quatre sur l'�echelle de Richter. Leur analyse

montre tr�es clairement une stabilisation temporelle des di��erents rapports �energ�etiques,

ce qui indique que la coda est form�ee d'ondes multiplement di�us�ees. La comparaison

avec les valeurs th�eoriques montre que les ondes volumiques aussi bien que les ondes de

Rayleigh sont �equipartitionn�ees dans la coda.

Pour terminer, dans le chapitre 5, nous pr�esenterons un bilan de cette deuxi�eme

partie ainsi que des perspectives.
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Equation de di�usion vectorielle

pour des ondes �elastiques di�uses

Generalized di�usion equation for multiply scattered

elastic waves
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AbstractWe study multiple scattering of elastic waves using a ge-

neralized di�usion approximation of the radiative transfer equation

applied to spherically symmetric scatterers. This generalized di�u-

sion equation allows us to keep track of the two elastic wave-types as

well as of mode conversions. It describes the process towards equi-

partition and �lls, as such, a gap between the radiative transfer

equation and the conventional di�usion approximation. The e�ects

of boundary conditions and dissipation on the energy partitioning

are studied.
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2.1 Introduction

Over the past 10 years, multiple scattering of elastic waves in complex media has

seen an enormous development, both in the modeling of high-frequency seismic-wave

propagation [1] as well as in the ultrasonic characterization and the non-destructive testing

of polycrystalline metals [2, 3]. This has led to the fundamental concept of equipartition of

energy [3, 4, 5, 6, 7, 8], which states that, after a time comparable to the transport mean

free time, the ratio of shear to compressional energy converges to a universal number,

independent of the 
uctuations that cause the scattering. In general, the propagation and

scattering of elastic waves in a random medium can be described by a radiative transfer

equation [3, 5], which includes mode conversions between compressional and shear waves

and the degree of correlation between the two transverse components. This equation has

recently been used in ultrasonic characterization and in seismology to investigate how

equipartition sets in in the di�usive regime [9, 10, 11, 12, 13].

It is well-known that the complexity of the radiative transfer equation can be greatly

reduced by the use of the di�usion approximation [3, 5]. This di�usion approximation

is valid after the waves have scattered many times. It allows to deduce a number of

important results in seismology [14, 15]. Unfortunately, its conventional form disregards

the separation of the energy into two elastic wave-types: it can only describe the space and

time evolution of the total energy density, but is unable to predict how the energy will be

distributed among compressional and shear modes. In addition, mode conversions at the

boundaries are not treated by the conventional di�usion approximation. As a consequence,

the time evolution towards complete equipartitioning and the role of boundary e�ects

cannot be studied.

In this paper, we �rst (section 2.2) develop a generalized di�usion approximation of

the radiative transfer equation applied to spherically symmetric scatterers. The di�usion

approximation applies when the propagation path is much larger than the characteristic

distance between two scattering events. Moreover the wavelength has to be much shorter

than the mean free path to prevent interference e�ects. The di�usion approximation is

therefore meaningful in the multiply scattered regime. Our generalized di�usion approxi-

mation will keep track of the two elastic wave-types as well as mode conversions, without

loosing the simplicity of the di�usion equation. It bridges a gap between the elastic radia-

tive transfer equation and the conventional di�usion equation. Then, in section 2.3, using

a 
ux conservation argument, we will �nd the associated boundary conditions. Sections

2.4 is devoted to the study of the unbounded medium and the role of absorption on the
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equipartition of energy. Section 2.5 deals with the half-space with a free-surface whereas

the results of the slab geometry bounded by a free-surface and a solid-solid interface are

presented in section 2.6. In section 2.7 we will give our conclusions.

2.2 Di�usion approximation for elastic polarization.

For the sake of completeness, we include here the salient points of the radiative transfer

equation for elastic waves. As in optics, one can represent polarized elastic waves by

means of the Stokes formalism [16, 17]. Let us consider a wave propagating in the positive

z direction at a frequency !. The most general harmonic elastic displacement can be

written as

ux = Axe
i(!t�ksz)ei�x; (2.1)

uy = Aye
i(!t�ksz)ei�y; (2.2)

uz = Aze
i(!t�kpz)ei�z; (2.3)

where Ax, Ay and Az are the displacement amplitudes, kp and ks the compressional and

shear wave numbers and �x, �y, �z the phase shifts of each components. The elastic

Stokes vector, containing �ve components, of a pure plane wave, denoted by the index �,

is de�ned by [3, 5, 9, 14]

I� �

0BBBBBBBBB@

I�1

I�2

I�3

I�4

I�5

1CCCCCCCCCA
=

0BBBBBBBBB@

I�p

I�s

Q�

U�

V �

1CCCCCCCCCA
=

�!2

2

0BBBBBBBBB@

vpA
2
z

vs(A
2
x +A2

y)

vs(A
2
x �A2

y)

2vsAxAy cos(�x � �y)

2vsAxAy sin(�x � �y)

1CCCCCCCCCA
; (2.4)

where � is the mass density of the medium and vp and vs are the compressional and

shear wave velocities. The compressional and shear wave velocities are related to the

Lam�e coe�cients and the mass density by the relations vp =
q

�+2�
�

and vs =
q

�

�
. The

�rst two parameters of the Stokes vector (2.4) represent the intensity of respectively the

compression and the shear component of the displacement. The last three parameters

have the same dimension but their interpretation is less obvious: Q�, U� and V � measure

the cross-correlations between the two components of the shear displacement [16].

A general elastic displacement is the sum of many plane waves. In conventional trans-

port theory, the Stokes vector I(r; t; ŝ) of such a complex displacement is the incoherent
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sum of each individual Stokes vectors I� associated to each independent plane wave in

the ŝ direction

I(r; t; ŝ) =
X
�

I�: (2.5)

As a result, interferences between all waves have been neglected. The shear component of

the displacement is, by de�nition, unpolarized when Q = U = V = 0. It corresponds to

a Stokes vector I(r; t; ŝ) made of a sum of independent waves whose shear displacement

vectors are uniformly distributed in the plan perpendicular to the ŝ direction. Nevertheless,

one has to bear in mind that, even for an unpolarized shear displacement, the intensity

can still be distributed arbitrarily among two wave-types: compressional Ip and shear Is.

A radiative transfer equation for elastic waves has been recently derived from �rst

principles by Weaver [3] and Ryzhik et al [5]. This transport equation describes the space-

time evolution of the Stokes vector I(r; t; ŝ) with the limitation that the heterogeneities in

the medium should not be too strong to induce interference (weak localizations) e�ects.

In a matrix notation it reads [3, 5],

@tI(r; t; ŝ) + V � [̂s � rrI(r; t; ŝ)] + ��1 � I(r; t; ŝ) =
1

4�

Z
4�
V � P (̂s; ŝ

0

) � I(r; t; ŝ
0

)d2ŝ
0

; (2.6)

where � and V denote respectively the mean free time and the wave velocity matrix,

V =

0BBBBBBBBB@

vp 0 0 0 0

0 vs 0 0 0

0 0 vs 0 0

0 0 0 vs 0

0 0 0 0 vs

1CCCCCCCCCA
; � =

0BBBBBBBBB@

�p 0 0 0 0

0 �s 0 0 0

0 0 �s 0 0

0 0 0 �s 0

0 0 0 0 �s

1CCCCCCCCCA
; (2.7)

�p =
1

4�

Z
4�
[P11(̂s; ŝ

0

) + P21(̂s; ŝ
0

)]d2ŝ
0

; (2.8)

�s =
1

4�

Z
4�
[P12(̂s; ŝ

0

) + P22(̂s; ŝ
0

)]d2ŝ
0

: (2.9)

The �rst two terms on the left-hand side of equation (2.6) govern the free evolution of the

Stokes vector. The term involving the mean free time matrix � represents the extinction

due to scattering from the direction ŝ to all other directions. The Mueller matrix P (̂s; ŝ
0

)

occurring on the right-hand side of equation (2.6) governs the scattering of the Stokes

vector from directions ŝ0 to the direction ŝ. It is a gain term for the Stokes vector I(r; t; ŝ).

For a medium containing discrete scatterers, the Mueller matrix is related to the density

of scatterers � and the single particle di�erential cross-sections. We refer to Turner et

al [9] and Margerin et al [13] for a detailed account on the Mueller matrix.
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2.2.1 Derivation of the generalized di�usion equation.

It is our intention to derive a generalized di�usion approximation of the radiative

transfer equation (2.6) that takes into account the two elastic wave-types S and P but

that disregards any cross-correlations between the two shear components described by

the three variables Q, U and V . As a matter of fact, in a multiply scattering medium,

the decorrelation of the two shear component is known to occur on a length scale of a

transport mean free path [18]. This will allow us to keep track of the time evolution of

the energy among compressional mode P and shear mode S within the relative simplicity

of a di�usion equation. We stress that this energy partitioning cannot be studied using

the conventional di�usion approximation of the radiative transfer equation [3, 5] which

describes the space-time evolution of the total energy density.

As a starting point, let us rewrite equation (2.6) for any component i 2 [1; 5] of the

Stokes vector I(r; t; ŝ),

@tIi(r; t; ŝ) + viŝ � rrIi(r; t; ŝ) +
Ii(r; t; ŝ)

�i
=

1

4�

j=5X
j=1

Z
4�
viPij (̂s; ŝ

0

)Ij(r; t; ŝ
0

)d2ŝ
0

: (2.10)

The local energy densities Ep;s(r; t) and the local current density are related to the speci�c

intensity Ip;s(r; t; ŝ) by the relations,

Ep;s(r; t) =

Z
4�
Ip;s(r; t; ŝ)=vp;sd

2ŝ; (2.11)

Jp;s(r; t) =

Z
4�
ŝIp;s(r; t; ŝ)d

2ŝ: (2.12)

For a medium �lled with spherical symmetric scatterers we �nd that, upon taking the

�rst two moments of equation (2.10), the �rst two Stokes parameters Ip and Is decouple

from the last three Q, U and V as was also noticed by Turner et al [9]. As a consequence,

the �rst two moments of equation (2.10) simplify to

@tEm(r; t) +r � Jm(r; t) +
Em(r; t)

�m
= (2.13)

X
n=p;s

Z Z
4�

Pmn (̂s; ŝ
0

)

4�
In(r; t; ŝ

0

)d2ŝd2ŝ
0

;

@tJm(r; t) + vm

Z
4�
ŝ [̂s � rIm(r; t; ŝ)] d2ŝ +

Jm(r; t)

�m
= (2.14)

X
n=p;s

Z Z
4�

vmPmn (̂s; ŝ
0

)̂s

4�
In(r; t; ŝ

0

)d2ŝd2ŝ
0

:

Here the indexm runs only from 1, associated to the compression mode P , to 2, associated

to the shear mode S, and not from 1 to 5 as in equation (2.10). The reduced 2�2 Mueller
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matrix P (̂s; ŝ
0

) is

P (̂s; ŝ
0

) = �

0@ d�
d

(pŝ0 ! pŝ) d�

d

(sŝ0 ! pŝ)

d�
d

(pŝ0 ! sŝ) d�

d

(sŝ0 ! sŝ)

1A ; (2.15)

where � is the density of scatterers in the medium.We point out that, for spherically sym-

metric scatterers, the scattering di�erential cross-section from a mode n in the direction

ŝ0 to a mode m in the direction ŝ, d�=d
(nŝ0 ! mŝ), depends only on the scalar product

ŝ � ŝ0 . As a consequence, the Mueller matrix given by the relation (2.15) is a function of

the scalar product ŝ � ŝ0 only.

In the di�usion approximation, the speci�c intensity Ip;s(r; t; ŝ) is assumed to be of

the form [17],

Ip;s(r; t; ŝ) =
1

4�
[vp;sEp;s(r; t) + 3Js;p(r; t) � ŝ] : (2.16)

After many scattering events, the dipolar correction term to perfect isotropy, Js;p(r; t) � ŝ,

is much smaller than the isotropic term vs;pEs;p(r; t). Recalling the following integrals

valid for any vector B,

Z
4�
ŝ(̂s �B)d2ŝ =

4�

3
B; (2.17)Z

4�
ŝ [̂s � r(B � ŝ)] d2ŝ = 0; (2.18)

and inserting (2.16) into equations (2.13) and (2.15), it follows

@tEm(r; t) +r � Jm(r; t) +
Em(r; t)

�m
=

X
n=p;s

"Z Z
4�

Pmn (̂s; ŝ
0

)

(4�)2
d2ŝd2ŝ

0

#
vnEn(r; t); (2.19)

@tJm(r; t) +
v2m
3
rEm(r; t) +

Jm(r; t)

�m
=

X
n=p;s

Z Z
4�

3vmPmn (̂s; ŝ
0

)

(4�)2
ŝ
h
Jn(r; t) � ŝ

0
i
d2ŝd2ŝ

0

: (2.20)

Since the Mueller matrix only depends on ŝ � ŝ0 the right-hand side term of equation (2.20)

becomes X
n=p;s

"Z Z
4�
vm(̂s � ŝ

0

)
Pmn (̂s; ŝ

0

)

(4�)2
d2ŝd2ŝ

0

#
Jn(r; t): (2.21)

Expressing the mean free time �m and the reduced Mueller matrix in terms of the di�e-

rential cross-section d�=d
(nŝ0 ! mŝ), equations (2.19) and (2.20) can easily be written
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in the following form:

@tEm(r; t) +r � Jm(r; t) = �
X
n=p;s

JmnEn(r; t); (2.22)

@tJm(r; t) +
v2m
3
rEm(r; t) = �

X
n=p;s

[T�1]mnJn(r; t) (2.23)

where we have introduced the collision matrix J which has the dimension of an inverse of

time

J =
�

v2p
�ps

0@ v3p �1
2
v3s

�v3p
1
2
v3s

1A ; (2.24)

and the \transport mean free time" matrix T de�ned by

(T�1)mn =
�mn

�m
� �vm

Z
4�
(̂s � ŝ

0

)
d�

d

(nŝ

0

! mŝ)d2ŝ: (2.25)

Note that we have used a reciprocity relation for the total cross-section �sp=�ps = 2v2p=v
2
s

[6, 7, 13, 19] in the expression (2.24) of the collision matrix J .

If we ignore the term @tJm(r; t) in the equation (2.23), we �nd a generalized Fick law

Jm(r; t) = �
X
n

DmnrEn(r; t); (2.26)

where the di�usion matrix is D � 1
3T � V

2 and where the diagonal velocity matrix V is

de�ned by

V =

0@ vp 0

0 vs

1A : (2.27)

Upon substituting r�Jm(r; t) from equation (2.22) into the divergence of equation (2.26)

gives the following generalized di�usion equation,

@t

0@ Ep(r; t)

Es(r; t)

1A �D � 4

0@ Ep(r; t)

Es(r; t)

1A = �J �

0@ Ep(r; t)

Es(r; t)

1A : (2.28)

The collision matrix J represents mode conversions due to scattering in the medium

and is not a loss term for the energy En(r; t). This matrix has the eigenvalues 0 and

1=� 0eq = ��ps(v
3
p+

1
2v

3
s)=v

2
p. The eigenvalue 0 expresses energy conservation. We stress that

D and J do not commute and thus cannot be simultaneously diagonalized. Hence, it is

impossible to decouple equation (2.28) into two independent scalar di�usion equations for

Ep and Es.

It is straightforward to evaluate the di�usion matrix D in terms of the scattering

cross-sections. Indeed, if we de�ne ��nm by

��nm =

Z
4�
(̂s � ŝ

0

)
d�

d

(nŝ

0

! mŝ)d2ŝ: (2.29)
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which is a positive, zero or negative for, respectively, forward, isotropic or backward

scattering, the inverse of the transport mean free time matrix, T�1, takes the form

T�1 = �

0@ vp(�pp + �ps � ��pp) �vp��sp
�vs��ps vs(�ss + �sp � ��ss)

1A : (2.30)

As a consequence

T =
1

vpvsN

0@ vs(�ss + �sp � ��ss) vp�
�

sp

vs�
�

ps vp(�pp + �ps � ��pp)

1A ; (2.31)

with

N = �
h
(�ss + �sp � ��ss)(�pp + �ps � ��pp)� ��sp�

�

ps

i
: (2.32)

It is now easy to �nd the explicit expression of the di�usion matrix D:

D =
1

3N

0@ vp(�ss + �sp � ��ss) vs�
�

sp

vp�
�

ps vs(�pp + �ps � ��pp)

1A : (2.33)

2.2.2 Conventional di�usion equation.

From our formalism it is not very di�cult to show that, in the equipartition regime,

the generalized di�usion equation (2.28) further simpli�es to the conventional di�usion

equation for the total energy density, Etot(r; t) = Ep(r; t) + Es(r; t) [3, 5]. Indeed, in

the basis where the collision matrix J is diagonal (denoted by a tilde), equation (2.28)

becomes

@t eE(r; t)�fD � 4 eE(r; t) = �eJ � eE(r; t); (2.34)

where the vector eE(r; t) and the matrix eJ are,

0@ eE1(r; t)eE2(r; t)

1A =
1

(1 + 2v3p=v
3
s )

0@ Ep(r; t) + Es(r; t)
2v3

p

v3
s

Ep(r; t)� Es(r; t)

1A ; (2.35)

eJ =

0@ 0 0

0 1
�0
eq

1A : (2.36)

Developing the matrix di�usion equation (2.34) yields:8><>:
@t eE1(r; t)� fD114 eE1(r; t)� fD124 eE2(r; t) = 0;

@t
eE2(r; t)� fD214 eE1(r; t)� fD224 eE2(r; t) =

eE2(r;t)
�0eq

(2.37)



2.3. FINITE MEDIA AND BOUNDARY CONDITIONS. 117

As the equipartition regime sets in Es=Ep ! 2v3p=v
3
s [4, 6], the component eE2(r; t)

converges towards 0. Equation (2.37) now simpli�es to a scalar di�usion equation for

the total energy density Etot(r; t),

8<: @tEtot(r; t)�De 4 Etot(r; t) = 0;

Es(r; t)=Ep(r; t) = 2v3p=v
3
s ;

(2.38)

where we have introduced the elastic di�usion constant De:

De = fD11 =
1

1 + 2v3p=v
3
s

(Dpp +Dsp) +
2v3p=v

3
s

1 + 2v3p=v
3
s

(Dss +Dps): (2.39)

The elastic di�usion constantDe agrees with the result obtained by Weaver [3] and Ryzhik

et al [5]. It is a weighted sum of the compressional and shear di�usion constants Dp =

Dpp+Dsp and Ds = Dss +Dps. The weighting factors are determined by the partitioning

of the energy among the di�erent modes. The elastic di�usion constant De is sometimes

written in terms of transport mean free path, l�p and l�s, which are de�ned from the

compressional and shear di�usion constants

Dp =
1

3
vpl

�

p; Ds =
1

3
vsl

�

s: (2.40)

For times smaller than the time to reach complete energy equipartition, neither the

relation Es=Ep = 2v3p=v
3
s nor the conventional di�usion equation (2.38) for the total energy

density are valid. As a result, one has to solve the 2� 2 matrix di�usion equation (2.28).

Moreover, the conventional di�usion equation (2.38) is unable to take into account mode

conversions on the boundaries. Indeed mode conversions at the boundaries may a�ect

locally the energy partition between compressional and shear modes. This e�ect cannot

be incorporated by the conventional di�usion equation (2.38) since the energy ratio is set

to Es=Ep = 2v3p=v
3
s . Even for times after the energy has stabilized to its stationary value,

one has to solve the generalized di�usion equation (2.28) in order to �nd the local e�ects

of the boundaries on the energy partition between compressional and shear modes.

2.3 Finite media and boundary conditions.

For a �nite or semi-in�nite medium, the generalized di�usion equation (2.28) has to be

supplied by boundary conditions. They are traditionally obtained from 
ux conservation

arguments [17]. For clarity we will denote with a subscript + the 
ux or speci�c intensity

going in the positive z direction and with a subscript � the 
ux or speci�c intensity
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I+n
-

H

m

θn

θm

’θm

Heterogeneous solid

No incoming flux

I

Homogeneous solid

Z

Fig. 2.1 - Conservation of the 
ux at the boundary. No incoming 
ux from z > H in the

negative z direction is assumed.

going in the negative z direction. If we assume a wave propagation in a heterogeneous

medium in the half-space z < H bounded by a homogeneous medium in the half-space

z > H free of sources, the 
ux coming from the homogeneous in the negative z direction

must vanish (see �gure 2.1). Consequently, for a mode m, either S or P , the 
ux at the

boundary in the negative z direction, F�

m;z=H (t), is simply the re
ected 
ux coming from

the heterogeneous solid in the positive z direction:

F�

m;z=H(t) = �
Z 2�

0
d�

0

m

Z �

�=2
d�

0

m sin �
0

m cos �
0

mI
�

m(�
0

m; �
0

m; t) (2.41)

= �
Z 2�

0
d�

0

m

Z �

�=2
d�

0

m sin �
0

m cos �
0

m

X
n

Rmn(�n ! �m)
0

I+n

�
�n(�

0

m); �n(�
0

m); t
�
;

where Rmn(�n ! �
0

m) is the re
ection matrix for the speci�c intensity at the boundary for

mode-conversion [10]. The re
ection coe�cients involving the shear mode S are given by

an averaged sum over the two transverse polarizations, traditionally called SV and SH:

Rss(�s ! �s) �
1

2
R(SV; �s ! SV; �s) +

1

2
R(SH; �s ! SH; �s); (2.42)

Rps(�s ! �p) �
1

2
R(SV; �s ! P; �p); (2.43)

Rsp(�p ! �s) � R(P; �p ! SV; �s): (2.44)
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According to the generalized Fick law (2.26), the local current density for a modem, either

S or P , is Jm(r; t) = �
P

nDmnrEn(r; t). The dipolar correction to perfect isotropy of

the speci�c intensity is therefore Jm(r; t) � ŝ = �
P

nDmn@zEn(r; t) cos(�m). The speci�c

intensity takes the following form,

I�m(�m; �m; t) =
1

4�

 
vmEm(r; t)� 3

X
n

Dmn

@En(r; t)

@z
j cos �mj

!
: (2.45)

Substituting I�m(�m; �m; t) into equation (2.41), and integrating over the angles �
0

m and

�
0

m, the mathematical expression for 
ux conservation becomes:

1

2
vmEm +

X
n

DmnE
0

l =
1

2

X
n

R0
mnvnEn �

X
nl

R1
mnDnlE

0

l ; (2.46)

where we have abbreviated E = E(r; t)jz=0, E
0

= @zE(r; t)jz=0 and have introduced the

re
ection matrices R0 and R1 de�ned by

R0
mn = 2

Z �=2

0
d�m sin �m cos �mRmn(�n ! �m); (2.47)

R1
mn = 3

Z �=2

0
d�m sin �m cos �mRmn(�n ! �m) cos �n: (2.48)

The 
ux conservation equation (2.46) can be rewritten more compactly in the following

matrix notation:

C � E +D �E
0

= 0 (2.49)

where the matrix C, in terms of the re
ection matrices, is:

C =
1

2
(1 + R1)�1 � (1�R0) � V : (2.50)

Equation (2.49) is the boundary condition for the energy density E(r; t) of the generalized

di�usion equation (2.28). It is a mixed boundary condition that can be interpreted as a

generalized \Milne" boundary condition with an associated extrapolation length, now a

2 � 2 matrix, equal to Z
0
= C�1 � D. It can easily be veri�ed that, if mode conversions

take place on the boundary, C is a non-diagonal matrix.

2.3.1 Free surface.

The traction-free boundary condition is of special interest. One might think of the

free surface boundary condition as a very simple boundary just imposing the absence of

leakage. However, due to mode conversions it turns out to be more complex.
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Because the free surface does not give rise to any outgoing 
ux, the normal current

must be equal for any incident wave Im(�m; �m). Hence, the speci�c-intensity re
ection

coe�cients must obey, for m, n 2 fS; Pg,X
n

d�n sin �n cos �nRmn(�n ! �m) = d�m sin �m cos �m: (2.51)

Equation (2.51) straightforwardly implies the following relation for the re
ection matrices

R0 and R1 de�ned in equations (2.47) and (2.48):

8m
X
n

R0;1
nm = 1: (2.52)

On the other hand, the reciprocity relation for the re
ection coe�cient implies, for the

re
ection matrix R0,

R0
sp

R0
ps

=
2v2p

v2s
: (2.53)

Equation (2.53) has a striking resemblance with the symmetry of the elastic scattering

total cross-section, �sp=�ps = 2v2p=v
2
s [6, 7, 13, 19]. One might look at R0 as the \re
ection

cross-section matrix" of the boundary. Relations (2.52) and (2.53) impose the following

form for the matrix C,

C =
1

2
(1 +R1)�1 � (1 �R0) � V (2.54)

=
1

2

0@ 2�R1
sp R1

ps

R1
sp 2�R1

ps

1A�1

�

0@ 2v3p=v
2
sR

0
ps �vsR0

ps

�2v3p=v2sR0
ps vsR

0
ps

1A ; (2.55)

which can be written in the form

C =

0@ a b

�a �b

1A ;
a

b
= �

2v3p

v3s
: (2.56)

For a Poisson solid, which corresponds to a medium with equal Lam�e coe�cients � = �,

one can show that a � 0:338 vp.

In section 2.5 we will see that (2.56) has a decisive impact on the local e�ects induced

by the free-surface boundary on the energy partition between compressional and shear

modes.

2.4 Time-dependent solution for the unbounded me-

dium.

It is our intention to study the time evolution of the energy density Ep(r; t) and Es(r; t)

towards energy equipartition as well as the stationary energy ratio Es=Ep itself. Howe-
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ver, before solving the generalized di�usion equation (2.28) in the presence of boundary

conditions, we �rst focus on the unbounded medium. Integrating equation (2.28) over r

gives the time evolution equation of the energy E(t) =
R
d3rE(r; t),

@t

0@ Ep(t)

Es(t)

1A = �J �

0@ Ep(t)

Es(t)

1A : (2.57)

In fact this equation follows directly from the radiative transfer equation without the

need to apply the di�usion approximation [10, 20]. Information on the local spread of the

energy density E(r; t) has been lost, but we still have access to the global time dependence

and therefore to the time required to reach global energy partition between compressional

and shear modes. The solution of (2.57) is

0@ Ep(t)

Es(t)

1A = e�Jt �

0@ Ep(t = 0)

Es(t = 0)

1A : (2.58)

The collision matrix J (see section 2.2.1) has eigenvalues 0 and 1=� 0eq = ��ps(v
3
p+v3s=2)=v

2
p

with eigenvectors, respectively

E0 =

0@ 1=v3p

2=v3s

1A ; E1 =

0@ 1

�1

1A : (2.59)

Since exp (�Jt)�E0 = E0, exp (�Jt)�E1 = exp (�t=� 0eq)E1, and since E(t = 0) can always

be written as a linear combination of E0 and E1, equation (2.58) takes the following form:

0@ Ep(t)

Es(t)

1A = �

240@ 1=v3p

2=v3s

1A + �0 exp(�t=� 0eq)

0@ 1

�1

1A35 ; (2.60)

with � a normalization factor and �0 dependent on the ratio Es=Ep of the source.

The asymptotic solution of equation (2.60), Eeq = E0, provides the well known equi-

partitioned energy ratio: Es=Ep = 2v3p=v
3
s of the unbounded medium [3, 6]. It is worth

noticing that, although equipartition is a consequence of mode conversion due to multiple

scattering in the medium, it has the remarkable property to be independent of both the

scattering mechanism and the nature of the source.

The eigenvalue 1=� 0eq and its eigenvector E1 describe the decay towards the steady-

state solution. This implies that � 0eq = v2p=(��ps(v
3
p +

1
2
v3s)) is the time to reach global

equipartition. The equipartition time � 0eq is inversely proportional to the cross-section for

mode conversion and is thus heavily dependent on nature of the disorder.
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2.4.1 Role of dissipation.

Our formalism can easily be generalized to include dissipation. Equation (2.57) is

modi�ed to

@t

0@ Ep(t)

Es(t)

1A = �

24J +

0@ 1=� ap 0

0 1=� as

1A35 �
0@ Ep(t)

Es(t)

1A : (2.61)

At �rst sight, if � as 6= � ap , one might think that equipartition of energy is destroyed in the

presence of dissipation. If one assumes that the shear energy modes decay as exp(�t=� as )

and the compressional energy modes as exp(�t=� ap ), the ratio Es=Ep would be time-

dependent and no energy equipartition will set in.

In order to determine the role of dissipation on the energy equipatition one has to �nd

the eigenvalues and eigenvectors of the matrix

J +A =
�

v2p
�ps

0@ v3p �1
2v

3
s

�v3p
1
2
v3s

1A +

0@ 1=� ap 0

0 1=� as

1A : (2.62)

First of all, in the case of strong dissipation, � ap;s � � 0eq, the matrix J acts as a

perturbation of the eigenvalues 1=� ap and 1=� as of the absorption matrixA. The eigenvalues

and eigenvectors are

�p =
1

� ap
+ ��psvp;

0@ 1

0

1A ; (2.63)

�s =
1

� as
+ �

v3s
v2p
�ps;

0@ 0

1

1A : (2.64)

The solution of (2.61) is therefore0@ Ep(t)

Es(t)

1A = e��pt

0@ Ep(t = 0)

0

1A + e��st

0@ 0

Es(t = 0)

1A : (2.65)

The absorption is too strong for multiple scattering to scramble the initial energy distri-

bution of the source. As a result, compressional and shear energy decay di�erently and

no energy equipartition is reached.

On the other hand, for weak dissipation, � ap;s � � 0eq, the absorption matrix A is a

perturbation of the collision matrix J . Standard �rst-order perturbation theory yields,

E(t) = � exp(�t=�abs)
�
Eabs

0 + �0 exp(�t=�eq)Eabs
1

�
; (2.66)

where 8>><>>:
1

�abs
=

�
1

1+2v3p=v
3
s

�
1
�ap

+

�
2v3p=v

3
s

1+2v3p=v
3
s

�
1
�as
;

1
�eq

= 1
�0eq

+
v3
p
�v3

s
=2

v3p+v
3
s
=2

�
1
�ap
� 1

�as

�
;

(2.67)
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and the ratio Eabs
s =Eabs

p of the vector Eabs
0 is

Eabs
s

Eabs
p

=
2v3p

v3s

"
1 + � 0eq

 
1

� ap
�

1

� as

!#
: (2.68)

The time decay of the energy density is now identical for both modes and given by a

weighted sum of 1=� ap and 1=� as (similar to the elastic di�usion constant (2.39)). Despite

the presence of dissipation an energy partition can set in. This perhaps counterintuitive

result comes from mode conversions in the medium. One cannot assume that the shear

mode decays as exp(�t=� as ) and the compressional mode as exp(�t=� ap ) since they are

constantly converted into each other. Note that, if � as = � ap , neither the equipartition

ratio nor the equipartition time is a�ected. If the shear absorption dominates (� as < � ap ),

which is the most realistic case, the equipartition ratio Es=Ep decreases, whereas the

equipartition time increases. These results are in agreement with a calculation done by

Margerin et al [20].

2.5 Solution for a half-space with a free surface boun-

dary condition.

Using the generalized di�usion equation (2.28) we will now investigate the in
uence

of the free surface boundary condition on the energy partition. For a non-absorbing half-

space with a free surface condition, equipartition is the steady-state solution of equations

(2.28) and (2.49).

First, we look for the most general, time-independent, solution of equation (2.28). One

obvious solution is of the form

E(z) = �(1 + �1z)E0; (2.69)

where E0 is de�ned in equation (2.59) and � and �1 are positive constants. Two other

solutions are

E(z) = e�Kz � Y ; (2.70)

where K2 � D�1 �J and Y is an arbitrary vector. In order to explicitly evaluate e�Kz it is

convenient to work in the basis (denoted by a tilde) with respect to which J is diagonal.

In this particular basis, K2 takes the following form:

fK2
=

0@ 0 fD�1
12 =�

0
eq

0 fD�1
22 =�

0
eq

1A : (2.71)
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It is not very di�cult to see that K is given by

fK = kmc

0@ 0 fD�1
12 =

fD�1
22

0 1

1A ; (2.72)

where kmc =
q
De=(det(D)� 0eq). Hence,

e�
eKz = e�kmcz

0@ 0 fD�1
12 =

fD�1
22

0 1

1A+

0@ 1 �fD�1
12 =

fD�1
22

0 0

1A : (2.73)

After developing the product e�
eKz � eY for an arbitrary vector eY and upon transforming

back to the initial basis gives the following time-independent solution for the generalized

di�usion equation (2.28),

Eeq(z) = �
h
(1 + �1z)E0 + �2 exp(�kmcz)D

�1 � E1

i
; (2.74)

where E1 is de�ned in (2.59), � is a normalization factor and �1;2 are arbitrary positive

constants. The solution exp(+kmcz) has been removed since it gives rise to a divergent

current as z !1.

The constants �1 and �2 are determined by the boundary condition. For the half-space

with free surface boundary, relation (2.74) must obey the boundary condition (2.49). The

form (2.56) of the matrix C implies 
a

v3p
+

b

2v3s
+ �2(� + kmc)

!
E1 � �1D � E0 = 0; (2.75)

where � is

� = UT �D � E1; U =

0@ a

b

1A : (2.76)

Since a=b = �2v3p=v3s and � 6= �kmc we see that equation (2.75) is satis�ed if and only

if both �1 = 0 and �2 = 0. Hence, the equipartition solution of the generalized di�usion

equation (2.28) in the presence of a free surface is

Eeq(z) = �

0@ 1=v3p

2=v3s

1A : (2.77)

We conclude that the free surface has no in
uence on the local partition of energy.

This surprising result is closely related to equations (2.52) and (2.53). The free surface

boundary condition has the same symmetry as the scattering cross-sections. It does not

in
uence the genuine energy partition of a multiple scattering unbounded medium.
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Free-surface boundary

Solid-solid boundary

0
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Vps, Vs1

Fig. 2.2 - Heterogeneous plate of thickness H bounded by a free-surface on the top and a

solid-solid interface at the bottom. The underlying solid is homogeneous.

We would like to stress that this result is obtained using a di�usion approximation

which only applies on length scales larger than the transport mean free path. Conse-

quently, no interference e�ect of incoming and re
ected waves, nor of Rayleigh waves

propagating along the boundary have been taken into account. These e�ects are expected

to play an important role near the boundary, on length scales of the order of the wave-

length, which is su�cient to be crucial for surface measurements. However, at the scale

of the mean free path, we believe that our generalized di�usion equation is a reliable and

simple way to describe multiple scattering of elastic waves, even near boundaries.

2.6 Solution for a slab.

We will now focus on the slab geometry, i:e an heterogeneous layer of thickness H

bounded by a free-surface and a solid-solid interface (see �gure 2.2). We are looking for

the depth dependence of the energy ratio Es=Ep of the equipartitioned vector Eeq(z; t)

as well as its characteristic time decay due to the leakage of energy in the homogeneous

solid. The time decay, also called coda Q, is highly relevant in seismology since it appears

to be one of the easiest and most reliable observable [21].

Inside the layer, the energy densityE(z; t) is given by the generalized di�usion equation

(2.28) supplied by the proper boundary conditions. We have to solve the following set of
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equations,

@tE(z; t)�D � 4E(z; t) = �J � E(z; t); (2.78)

C
1
� E(0; t)�D �E

0

(0; t) = 0; (2.79)

C
2
� E(H; t) +D � E

0

(H; t) = 0: (2.80)

The matrix C
1
, associated to the traction-free boundary, is given by equation (2.56) whe-

reas the matrix C
2
, given by equation (2.49), is calculated from the re
ection coe�cients

at the lower boundary, which are functions of the Lam�e coe�cients of the layer and the

solid underneath [22].

Mathematically, we are seeking for a solution in terms of di�usion modes [23],

E(z; t) =
1X

m=0

exp(�t=�m)Em(z); (2.81)

whose asymptote is

Eeq(z; t) = exp(�t=�0)E0(z): (2.82)

The exponential time decay describes the leaking of energy at the lower boundary. For

each di�usion mode exp(�t=�m)Em(z), both compressional and shear modes decay at

the same rate due to mode conversions in the medium. This holds true as long as the

energy leakage at the solid-solid interface is not too strong. Inserting the di�usion mode

exp(�t=�m)Em(z) in equation (2.78) yields the following di�erential equation for Em(z),

@Em(z)

@z2
= �K2

m
(�m) � Em(z); (2.83)

where K2
m
(�m) = D�1 � (1=�m � J). Equation (2.83) can straightforwardly be solved for

Em(z) in terms of the matrix K
m
(�m). Inserting the solution Em(z) of (2.83) into the

boundary conditions (2.79) and (2.80) provides an equation for the time decay �m that

can be solved numerically.

For simplicity we shall restrict our analysis to two Poisson solids (i:e: � = �) for

which vs = vp=
p
3 so that the equipartition value for the unbounded medium becomes

Es=Ep = 2v3p=v
3
s = 10:39. Figure 2.3 shows the decay time �0 of the equipartition vector

Eeq(z; t) as a function of the thickness H of the slab for a velocity mismatch of the

solid-solid boundary vs2=vs1 = 1:3 (a typical seismic value). The scattering parameter is

x = ksa = 1:7 where ks is the shear wave number and a the size of the Rayleigh-Gans

scatterers in the medium. The decay time �0 has been normalized by the decay time,
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Fig. 2.3 - Plot of the decay time �0 of the equipartition vector normalized by � scal0 , see

text for discussion, as a function of the thickness of the slab in units of shear mean free

path l�s. The velocity mismatch of the solid-solid interface is set to vs2=vs1 = 1:3 while the

size parameter of the scatterers is x = 1:7.

� scal0 , of the conventional di�usion approximation (2.38). In that case the leakage at the

lower boundary is obtained using a scalar extrapolation length z0 that disregards the

compressional mode P [14]. The conventional time decay is given by [14]

� scal0 =
H2

�2De

with � tan� =
H

z0
and � 2]0;

�

2
]: (2.84)

Figure 2.3 shows that only for relatively thin slabs the ratio �0=�
scal
0 is bigger than 1 but

converges to 1 as the thickness increases. Apparently, the conventional di�usion approxi-

mation tends to underestimate the leakage of energy at the solid-solid boundary since it

disregards the outgoing 
ux of the compressional P mode. If the scattering mean free

time is kept constant the decay time �0 is almost independent of the size of the scatterers.

Our di�usion approximation is likely to break down when the thickness of the plate is

smaller than one scattering mean free path.

Figure 2.4 shows the depth dependence of the ratio Es(z)=Ep(z) of the equipartitioned

vector E0(z) for two di�erent plate thickness, H = 30l�s (solid line) and H = 2l�s (dotted

line). The velocity mismatch of the solid-solid boundary is set equal to vs2=vs1 = 1:3

while the size parameter of the scatterers is x = ksa = 1:7. Clearly for a thick plate

(H = 30l�s), the ratio Es=Ep is not a�ected at all by the leakage at the lower boundary.
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Fig. 2.4 - Depth dependence of the energy equipartition ratio Es=Ep for two di�erent

plate thickness: H = 30l�s (solid line) and H = 2l�s (dotted line). The size parameter of

the scatterers is x = 1:7 and the velocity mismatch at the solid-solid interface is set to

vs2=vs1 = 1:3.

In that case the two boundaries act independently. At the solid-solid interface we �nd a

ratio of Es(H)=Ep(H) = 11:8 which is 15% higher than the free-surface value. On the

other hand, for a thin plate (H = 2l�s) the leakage at the lower boundary slightly modi�es

the ratio at the free surface: Es(z = 0)=Ep(z = 0) = 11. At the solid-solid interface we

�nd a ratio of Es(H)=Ep(H) = 13 which is 25% higher than the free-surface value.

Finally, �gures 2.5 and 2.6 show, for the plate thickness H = 30l�s and H = 2l�s and

for di�erent scattering parameters x, the in
uence of the velocity mismatch vs2=vs1 on

the equipartition value at the solid-solid interface . For vs2=vs1 ! 0 and vs2 � vs1, the

equipartition ratio at the solid-solid interface takes the value for the free surface. Within

these extremes the energy ratio 
uctuates between 6 to 13.

2.7 Conclusions.

We have applied a generalized di�usion approximation to the equation of radiative

transfer of elastic waves. This di�usion approximation leads, in the case of spherically

symmetric scatterers, to a generalized di�usion equation in which the di�usion constant

D becomes a 2 � 2 matrix. This equation describes the time and space evolution of



2.7. CONCLUSIONS. 129

0.0 1.0 2.0 3.0
Vs2/Vs1

0.0

5.0

10.0

15.0

E
s(

H
)/

E
p(

H
)

x=0.2
x=1.7
x=3.4

H=30ls*

Fig. 2.5 - Energy partition ratio Es=Ep at the solid-solid interface as a function of the

velocity mismatch vs2=vs1. The plate thickness is kept constant at H = 30l�s and the size

parameter of the scatterers are x = 0:2, 1:7 and 3:4.
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Fig. 2.6 - Energy partition ratio Es=Ep at the solid-solid interface as a function of the

velocity mismatch vs2=vs1 . The plate thickness is kept constant at H = 2l�s and the size

parameter of the scatterers are x = 0:2, 1:7 and 3:4.



130 CHAPITRE 2. EQUATION DE DIFFUSION VECTORIELLE

both compressional and shear energy densities. We showed that the conventional di�u-

sion equation is a limit of the generalized di�usion equation when the time to complete

equipartition between compressional and shear modes has been reached. This equipar-

tition time is dependent on the details of the scattering mechanism whereas the energy

equipartitioning is not.

We have studied the e�ect of absorption on the energy equipartition ratio and �nd that

for weak dissipation an energy partition sets in. The value of the energy ratio is shifted in

favor of the mode that is the least dissipated. Mode conversions on the boundary can be

described by a generalized \Milne" boundary condition. Quite surprisingly the traction-

free boundary does not a�ect the energy partition ratio near the boundary. In the case

of a layer bounded by a free-surface and a solid-solid interface, we have shown that the

leakage at the boundary a�ects the energy equipartition in a skin layer on the scale of the

transport mean-free path.

In conclusion, the generalized di�usion equation is a \missing step" between the equa-

tion of radiative transfer and the conventional di�usion approximation for the equation

of radiative transfer. It gives access to many aspects of elastic wave di�usion, such as dis-

sipation, mode conversion, leakage and equipartition time without loosing the simplicity

of the di�usion equation.
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Chapitre 3

Transport d'ondes �elastiques dans un

milieu quasi 2D

Quasi Two-dimensional Transfer of Elastic Waves
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Abstract A theory for multiple scattering of elastic waves is pre-

sented in a random medium bounded by two ideal free surfaces,

whose horizontal size is in�nite and whose transverse size is smaller

than the mean free path of the waves. Some aspects of this geome-

try are relevant for seismic wave propagation in the Earth crust. We

derive a time-dependent, quasi-2D radiative transfer equation (i.e.

two horizontal dimensions with a �nite number of vertical mode),

that describes the coupling of the eigenmodes of the layer (surface

Rayleigh waves, SH waves, and Lamb waves). Expressions are found

that relate the small-scale 
uctuations to the life time of the modes

and to their coupling rates. We discuss a di�usion approximation

that simpli�es the mathematics of this model signi�cantly, and

which should apply at large lapse times. Finally, coherent backs-

cattering is studied within the quasi-2D radiative transfer equation

for di�erent source and detection con�gurations.
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3.1 Introduction

Multiple scattering of waves in random media has been studied throughout the pre-

vious century [1] and is still an active domain of research [2, 3]. The subject is rich

in its interdisciplinarity aspects, with roots in astrophysics, optics, acoustics and quan-

tum mechanics, with many fundamental problems, among which wave localization, the

random laser, speckles, enhanced backscattering [4], optics of liquid crystals [5], and (bro-

ken) time-reversal symmetry [6] as contemporary examples. In addition, such studies have

found potential applications, like in polymer dispersed liquid crystals, in remote sensing,

in (medical imaging), and in seismology.

A general theoretical study of multiple scattering is very complex. Di�erent studies of

multiple scattering consider di�erent geometries in which the scattering occurs, and for

which some sort of speci�c mathematical simpli�cation facilitates a solution. In the Quasi

1D geometry only the lowest radial di�usion mode of a tube is excited, and is therefore

very useful for rigorous mesoscopic studies of transmission 
uctuations (see contributions

in [7]). The \slab geometry", with \in�nite" transverse width is the standard geometry

encountered in optical laboratory experiments. Media with higher symmetry are also

regularly found. One-dimensional disordered systems are popular for their theoretical

rigor [8]. Two-dimensional random media are encountered in studies of the quantum Hall

e�ect, plasmons, bending waves [9] and micro-waves [10], or in acoustics [11].

The present work studies a geometry that has came up in a recent implementation of

multiple scattering and enhanced backscattering of seismic waves, having a number of spe-

ci�c features not encountered elsewhere. First, all measurements take place at the surface

of the Earth and as a result, they su�er from coherent re
ections and mode-conversions.

To be of any relevance to seismology, a multiple scattering theory should be capable of

describing the boundaries in a very precise way, preferentially on the level of the wave

equation. However, standard transport equations, as the equation of radiative transfer

[1], do not have this property. All phase information has been lost, and the accuracy of

its spatial resolution is estimated to be some small fraction of the mean free path, es-

timated to be at least equal to 40 km for seismic waves, much bigger than the seismic

wavelength. The equation of radiative transfer has been studied in ultrasonics for elastic

waves at much higher frequencies [12, 13, 14, 15], for which the complication of near-�eld

detection is much less a problem. Our approach facilitates a study of many contemporary

phenomena, such as equipartition and coherent backscattering, for measurements taking

place near the free surface, including the elastic mode conversions [16, 17], using an almost
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conventional \quasi-2D" radiative transfer equation.

Three important conditions for our model to apply to the Earth crust are met. First,

the Earth surface is indeed to a very good approximation a free surface. Secondly, the

crust has a depth of roughly 30 km which is indeed less than the estimated mean free path

` � 50 km of the seismic waves. Thirdly, the distances involved in typical measurements

(in the frequency band 1-10 Hz) of local earthquakes are up to 100 km, and thus indeed

small enough to neglect the rounding of the Earth, and to model the crust by a 
at

in�nite layer. A fourth condition is not met. The crust-mantle interface (the so-called

Moho) is not a free surface, but rather a solid-solid interface that allows partial leaking

of energy into the mantle. Monte-Carlo simulations [18, 19] have established that such

leaking, hampered by multiple scattering, can in fact explain a very distinguished and

universal feature of seismograms: the Coda Q, observed �rst by Aki [20] and Aki and

Chouet [21]. The seismic coda refers to the exponentially decaying signal following the

arrival of direct waves in the seismograms of regional earthquakes.

Our model must, can and will be adapted to incorporate small leaking at the second

interface, but we do not wish to do that here. A number of interesting other features do

not or hardly depend on this leakage. The �rst one was discussed recently by us [22].

Our Quasi-2D model reproduces successfully various equipartition ratios among di�erent

elastic energies near the free surface, that were deduced from seismograms registered in

Mexico. In the present work we also obtain coherent backscattering pro�les predicted by

the Quasi-2D model. Also for this phenomenon, so far not observed in seismology, the

leakage process is not very important. Finally, we would like to emphasize that other

situations exist where a variant of the \quasi-2D" approach might be relevant. De Rosny,

Tourin and Fink [23] recently considered coherent backscattering of elastic waves in Silicon

wafers, with a small number of vertical modes.

The set-up of this paper is as follows. In section 2 we look at the wave equation for

elastic waves, and we will de�ne the Green's function for elastic wave propagation. In

section 3 we introduce small-scale 
uctuations and de�ne the ensemble-averaged Green's

function. This provides us with the extinction times of all elastic modes. They will serve to

de�ne our quasi-2D approximation. In section 4, the transport equation is derived, which

describes the time-evolution of the ensemble-averaged energy-contents of all individual

modes, and whose stationary solution exhibits equipartition of energy between all modes.

In section 5, we discuss the application of the well-known di�usion approximation to this

quasi-2D model, introducing a N � N di�usion tensor for N modes. Finally, in section

6 we investigate coherent backscattering using our Quasi-2D approximation for di�erent
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source and detection con�gurations. Section 7 is devoted to conclusions and perspectives.

3.2 A Schr�odinger-type equation for Elastic Waves

In this section we will formulate the mathematics of elastic wave propagation in a

way that is suited to apply conventional methods in multiple scattering of waves. Many

elements have already been discussed very thoroughly by Ryzhik et al [24], and some will

be recalled here for convenience. We start out with Newton's second law for the elastic

displacement u at time t and position r,

�(r)@2t ui = @j�ij(r) + fi(r; t) : (3.1)

Here, �(r) is the local mass density, f(r; t) is an external force per unit volume, and �ij(r)

is the stress tensor which, by Hooke's law, is given by [16, 17, 25]

�ij(r) = Cijkl(r)"kl(r)

= �(r)"kk(r)�ij + 2�(r)"ij(r) ; (3.2)

with "kl =
1
2(@kul+@luk) the strain tensor. As always, summation over repeated indices is

assumed implicitly. The second equality applies to an isotropic elastic medium, in which

case the four-rank tensor Cijkl can only have two independent contributions, proportional

to the Lam�e moduli �(r) and �(r). Inserting the expression (3.2) of the stress tensor in

Eq. (3.1) provides the wave equation for the elastic displacement u:

�(r)@2t ui� [�(r)+�(r)]@i@kuk��(r)@i@iui = [@i�(r)](@kuk)+2[@j�(r)]"ji+fi(r; t): (3.3)

If the Lam�e coe�cients, �(r) and �(r), are independent of r, Eq. (3.3) further simpli�es

to the well-known wave equation

@2tu�
�+ 2�

�(r)
rr � u+

�

�(r)
r�r� u =

fi(r; t)

�(r)
; (3.4)

where the second term of the left-hand side of (3.4) corresponds to a compressional bulk

wave (also called P wave) which propagates with the velocity vp =
q

�+2�
�(r) and the third

term of the left-hand side of (3.4) describes a shear bulk wave (S wave) with velocity

vs =
q

�

�(r)
. For reasons that will be clear in the following sections, we will not use the

form (3.3) of the elastic wave equation but formulate an equivalent equation more suitable

for the purpose of elastic wave scattering and transport.
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The total energy of the elastic displacement u is given by [25]

Etot =

Z
d3r

�
1

2
�(r)(@tu)

2 +
1

2
�(r)(r � u)2 + �(r) "�ij"ji

�
: (3.5)

It is customary to split o� a term � (curlu)2 (describing pure shear wave energy) and

2� (divu)2 (contributing to compressional energy) from the last term, leaving a rest term

I

Etot =

Z
d3r

�
1

2
�(r)(@tu)

2 +
1

2
(�(r) + 2�(r))(r � u)2 +

1

2
�(r) (curlu)2 + I

�
: (3.6)

This identi�es four terms as \kinetic energy", \compressional energy", \shear energy"

and an interference term I [22, 25, 26]. The latter vanishes for plane waves with either

pure transverse or pure longitudinal polarization. Following Ryzhik et al [24] we shall now

introduce the vector �eld

	(r; t) =

0BBB@
q

�(r)
2 p � uq
�(r)
2 i@tu

�i
q
�(r) "ij

1CCCA ; (3.7)

where we have de�ned the operator p = �ir. This vector has 13 components among

which only 9 are independent since "ij is a symmetric tensor whose trace is proportional

to the �rst component,
q

�
2
p � u, of 	. The physical interpretation of the vector �eld 	

is made clear by introducing the Cartesian scalar product

h	(t) j	(t)i �
Z
d3r 	(r; t)��	(r; t) =

Z
d3r

�
1

2
�(r)(@tu)

2 +
1

2
�(r)(r � u)2 + �(r) "�ij"ji

�
;

(3.8)

which corresponds to the total elastic energy (3.5). As a result 	 can be regarded as a

complex amplitude for elastic energy. The �rst and third component of 	 correspond to

the potential energy amplitude while the second component describes the kinetic energy

amplitude. Moreover, it can readily be checked that the wave equation (3.3) is equivalent

to the following Schr�odinger-type equation for 	 [24],

i@t j	(r; t)i = K(r;p) � j	(t)i+ j	f(t)i ; (3.9)

with the time-evolution operator,

K =

0BBBBBB@
0

q
�(r) ~p 1p

�(r)

~~0

1p
�(r)

p #
q
�(r) ~0 # 1p

�(r)

~~L(p) #
q
2�(r)

0 ##
q
2�(r) ~L(p) ## 1p

�(r)

~~0 ##

1CCCCCCA ; (3.10)
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and the external force-term 	f (r; t) � (0;�f(r; t)=
q
�(r);

~~0). We have introduced the

third rank tensor Lijk(p) � 1
2
(pi�jk + p�ik) and used the formal Dirac notation for vector

�elds to facilitate later the more convenient mode base. The number of arrows determines

the order of the tensor. For clarity, we have put horizontal arrows when they contract in

a right-hand side product with a vector. If �(r) and �(r) are real-valued, the matrix K is

manifestly symmetrical with respect to the ordinary Cartesian scalar product (3.8).

Equation (3.9) can easily be Laplace-transformed (Im z > 0). This yields the solution

j	(z)i = [z �K]
�1

[i j	(t = 0)i + j	f(z)i] : (3.11)

The operator [z �K]
�1 � G(z) will be called the Green's function, and is introduced

here for future need. It is convenient to de�ne t = 0 just before the source sets in so that

	(t = 0) = 0 and the force �eld becomes the source for wave propagation.

We would like to point out that the description of elastic waves in term of the vector

�eld 	 and its time-evolution equation (3.9) is mathematically equivalent to the wave

equation (3.3) even when the mass density and the Lam�e coe�cients depend on r. The

formulation (3.9) is more convenient to study elastic wave scattering and transport.

3.3 Propagation of Elastic Waves in a Layer

Let us model the Earth's crust by a heterogeneous elastic plate of in�nite horizontal

dimension and of thickness H. In this paper, we will assume that both sides of the plate

are free surfaces and we therefore neglect any leakage of energy into the underlying mantle.

This model is only a �rst step and we will address the leaking of energy from the crust

to the mantle in future work. Nevertheless, we believe that this model captures some

crucial physical elements, among which a few do not even depend on this leakage: Our

model incorporates coherent re
ection, mode-conversions and, most importantly, surface

Rayleigh waves at the surface of the Earth. All these phenomena are crucial elements to

consider in seismic measurements.

The disorder in the crust will be modeled by random 
uctuations of the mass density

�(r), and the Lam�e coe�cients �(r) and �(r). The explicit statistics of the 
uctuations

will be speci�ed more precisely later on. These 
uctuations are known to be of the order

of only a few percents of the average mass density �0 and Lam�e coe�cients �0, �0 and we

will be able to treat them as perturbations.
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Fig. 3.1 - Schematic plot of the dispersion law of the elastic Rayleigh-Lamb eigenmodes

in a layer bounded by two free surfaces. Bold lines indicate symmetric branches, straight

lines indicate anti-symmetric modes. Only modes of di�erent symmetry are allowed to

cross. The two dashed lines indicate the pure shear or pure compressional excitations.

The surface Rayleigh waves propagate somewhat slower than pure S waves.

3.3.1 Eigenmodes of a homogeneous elastic plate

The displacement eigenmodes of a homogeneous elastic plate have been discussed in

great detail by Weaver [27, 28]. They can be separated into two sub-classes, each of

these classes consists of an in�nite number of branches. Moreover, due to the symmetry

of the boundary conditions of the plate, each sub-classes is made of symmetric and anti-

symmetric branches. The simpler class is the one of SH modes. These waves are pure shear

waves and have a displacement �eld polarization parallel to the boundaries and normal to

the direction of propagation [27, 28]. The class of Lamb modes consist of a mixture of shear

and compressional displacements since a pure compressional displacement does not obey

traction-free boundary conditions. Figure 3.1 gives a schematic plot of the dispersion law

of Lamb modes. The representation (3.7) of each mode can be obtained straightforwardly

from its displacement and we shall denote it by 	n. The index n is a discrete index

that labels, at constant frequency, the symmetric and anti-symmetric Lamb modes and

symmetric and anti-symmetric SH modes in the plate.

For the sake of concreteness let us discuss the antisymmetric Lamb modes at a given

frequency, indicated by normal lines in Figure 3.1. The �rst antisymmetric mode (�rst

black dot on the right in Figure 3.1) is an antisymmetric Rayleigh surface mode. Its
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displacement is evanescent for both the compressional and the shear component. Rayleigh

modes propagate somewhat slower than bulk S or P waves. As a result they lie on the

right of the two dashed lines indicating the pure shear and pure compressional excitations.

The second antisymmetric Lamb mode (third black dot) lies between the two dashed lines

indicating the pure shear and pure compressional excitations. This mode is evanescent for

its compressional component but has a \bulk" propagating shear displacement. It behaves

like a pure shear mode as we go away from either one of the free surfaces. As a matter

of fact its potential energy is mostly shear since its compressional potential energy turns

out to be negligible. Finally, the antisymmetric mode most on the left in Figure 3.1 lies

on the left of the lines that indicates pure shear and pure compressional excitation. Even

deep inside the plate this mode is a mixture of P and S displacements. As we increase the

frequency, this organization of Lamb modes stays intact. One �nds two surface Rayleigh

modes (symmetric and antisymmetric), evanescent P but bulk S modes and modes that

are both bulk S and bulk P .

By translational symmetry, the eigenmodes can be chosen proportional to transverse

plane waves with wave number k. We will treat them initially as exp(ik � x)=
p
A, with a

discrete contribution of k to the label n as a result of the periodic boundary conditions

on both sides of a square plate with surface A, and eventually take the limit A!1.

3.3.2 Extinction time of the eigenmodes 	n

We will now assume the presence of disorder in the plate. As a result each eigenmode

	n of the homogeneous plate will achieve a �nite life time �n.

The �rst step to formulate a transport theory is to calculate the Green's function

averaged over this random disorder [29]. The exact meaning of this averaging in seismic

observations will be addressed elsewhere. Let the disorder be represented by a perturbation

�K in the time-evolution operator: K = K0 + �K. The ensemble-averaged \retarded"

(outgoing) Green's function at frequency ! is given by,

hG(z = ! + i0)i =
�

1

! + i0 �K

�
�

1

! + i0�K0 ��(!)
: (3.12)

This \Dyson" equation de�nes the mass-operator �(!). The lowest order contribution is

given by [30],

�(!) =

�
�K �

1

! + i0�K0
� �K

�
+O(�K)3 : (3.13)

Next, we can insert the complete and orthonormal set f	ng of the homogeneous plate,
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de�ned above. Standard �rst-order perturbation theory yields,

G(!) =
X
n

j	ni h	nj
! � !n � �n(!)

; (3.14)

with

�n(!) =
X
m

D
jh	nj �K j	mij

2
E 1

! � !m + i0
: (3.15)

The imaginary part of this parameter is negative, and is identi�ed with �1=2�n, where �n
is the extinction time of mode n.

In general, �(r), �(r) and �(r) are random variables. We will simplify the problem by

assuming that the mass density is constant, �(r) = �0 , and that velocity 
uctuations are

due to 
uctuations in the two Lam�e coe�cients: �(r) = �0+ ��(r) and �(r) = �0+ ��(r),

with �0 and �0 the coe�cients of the homogeneous layer. In that case,

�K =
1
p
�0

0BBBB@
0 (��(r)=2

p
�0) ~p

~~0

p # (��(r)=2
p
�0) ~0 # ~~L(p) # (��(r)=2

p
2�0)

0 ## (��(r)=2
p
2�0) ~L(p) ##

~~0 ##

1CCCCA(3.16)

A straightforward calculation, employing integration by parts, �nally leads to,

D
jh	nj �K j	mij

2
E

= !2
Z
dr

Z
dr0

f h��(r)��(r0)i (r � un)�(r � um)(r0 � u0n)
�(r0 � u0m)

+ h��(r)��(r0)i Tr "�n � "mTr ("
0

n)
� � "0m

+ h��(r)��(r0)i (r � un)�(r � um)Tr ("0n)
� � "0m + c:c:g : (3.17)

To evaluate �n(!) we must specify the spatial correlations between the Lam�e coe�cients.

The simplest choice is to assume correlations that are short range with respect to the

wavelength,

h��(r)��(r0)i = �2
�(z)�(r� r0); (3.18)

h��(r)��(r0)i = �2
�(z)�(r� r0); (3.19)

h��(r)��(r0)i = �2
��(z)�(r� r0) : (3.20)

Without extra di�culty, we can still allow for a depth dependence of the correlation

functions. �n can now be evaluated for a big plate for which
P

m !
P

iA
R
d2k=(2�)2,

including a sum over the di�erent branches. All factors A cancel if a transverse plane
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wave normalization exp(ik � x) is adopted. For the extinction time of mode branch j at

frequency !, we �nd

1

�j(!)
= !2

X
i

ni

Z
d2k̂i

2�
W (iki; jkj) : (3.21)

with ni(!) � ki(!)=vi(!) in terms of the group velocity vi = d!i=dki. The \mode scatte-

ring cross-section" is de�ned as,

W (iki; jkj) =

Z H

0
dz
n

�2
�(z)jr � uiki j

2jr � ujkj j
2 + �2

�(z)
���Tr "�iki � "jkj ���2

+ 2�2
��(z)Re

�
r � u�ikir � ujkjTr "

�

iki
� "jkj

� o
: (3.22)

We have chosen to split of the factor ni, so that this matrix is symmetric. According to

our model the extinction time �j does not depend on the direction of the horizontal wave

number kj.

The imaginary part of the ensemble-averaged Green's function is directly related to the

excitations of the waves [31]. The spectral density N (!) per unit surface can be expressed

as,

N (!) = �
1

�A
Tr ImG(!) =

1

�

X
i

Z
d2k

(2�)2
1=2�ik

[! � !ik]2 + 1=4� 2ik
: (3.23)

Due to scattering, all modes are spectrally broadened. The separation in wavenumber of

two adjacent modes with the same frequency (see Figure 3.1) is typically of order 1=H.

The uncertainty in k is typically 1=vik�ik, with vik the group velocity of the mode. If

�ik > H=vik ; (3.24)

one can assume that di�erent modes at �xed k do not overlap, except at a few degenera-

tion points where the dispersion curves for modes with di�erent symmetry (i.e. SH and

Lamb) cross. This assumption is the Quasi-Two-Dimensional Approximation (Q2DA).

Criterion (3.24) is typically satis�ed in the Earth crust, which has H � 30 km, a typical

wave speed � � 3:5 km/s and a mean free time � > 15 s. In the Q2DA we �nd for

the spectral density per unit surface N (!) = (2�)�1
P

i ni, showing that ni, de�ned in

Eq. (3.21), represents the spectral weight per unit surface of mode i at frequency ! in

phase space.

In the following, all time scales will be normalized by the mean free time of S waves in

an in�nite mediumwith the same amount of disorder. This time depends only on �2
� which

can be related to the correlation length and the shear velocity 
uctuations. For a velocity


uctuation of 2% and a correlation length of 700 m, both typical seismic values, we get a
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Fig. 3.2 - Extinction times for the di�erent modes, calculated from Eq. (3.21), normalized

by the mean free time of S waves in an in�nite medium. The disorder is chosen to be

uniform in the whole plate and the spatial correlation between the Lam�e coe�cients is

chosen equal. The plate thickness is H = 20:2�s, which has a number of N = 106 modes.

shear mean free path �1s � 15 s. Note that the correlation length is much smaller than

the wavelength �s = 1700 m, which justi�es the short range approximation of Eqs (3.20).

For correlation lengths longer than the wavelength, one may apply the Rayleigh-Gans

approximation to Eq. (3.17) [32].

Figure 3.2 shows extinction times for di�erent modes index, calculated from Eqs. (3.21)

and (3.22), normalized by the mean free time of S-waves in an in�nite medium. The plate

thickness is H = 20:2�S , which has N = 106 modes. The disorder is chosen to be uniform

in the whole plate, and the spatial correlations among the Lam�e coe�cients is taken

equal: �2
� = �2

� = �2
��. SH modes show an extinction time very similar to the extinction

time of S-waves in an in�nite medium �1s . On the other hand the Lamb modes present

a more complex pattern: Rayleigh modes clearly show a shorter extinction time, Lamb

modes with an evanescent compressional component behave very much like a bulk S-wave.

Finally, Lamb modes with both bulk compressional and bulk shear components behave

in a complicated fashion but tend to have an extinction time larger than S-waves in an

in�nite medium.

In the case of dominant � correlation, �2
� � �2

� (dominant shear velocity 
uctua-

tions) the Lamb modes with both \bulk" compressional and shear components will have
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a somewhat relatively larger extinction time. On the other hand, if the � correlation do-

minates, �2
� � �2

�, (strong compressional velocity 
uctuations), the same Lamb modes

with `bulk" compressional and shear displacements will have the shortest extinction time.

We would like to point out that the life time of Rayleigh waves is not well described

by our model since they su�er most from surface disorder (
uctuations in height), which

is not included in Eqs. (3.18). This might be done in future work.

3.4 Transport Equation in a Layer

The next task is the formulation of an elastic transport equation in the Quasi 2D

Approximation. Basic observable is the ensemble-averaged intensity Green's function

hG(!�)�G(!+)�i, with !� = !� 1
2

. It can be expressed in the complete base f	ng of

the homogeneous plate, giving rise to the matrix element L(!;
)nn0mm0 (Figure 2). The

Bethe-Salpeter equation [29, 31] for this object reads,

Lnn0mm0(!;
) = Gn(!
+)Gn0(!

�)�
"
�nm�n0m0 +

X
ll0

Unn0ll0(!;
)Lll0mm0(!;
)

#
: (3.25)

with Gn the Dyson Green's function de�ned in Eq. (3.12), and a new object U called the

Irreducible Vertex. Upon introducing �Gnn0(!;
) � Gn(!
+) � G�

n0 (!
�) (idem for ��)

this equation can be re-arranged into,

[
 + (!n � !�n0)���nn0 ]Lnn0mm0(!;
) = �Gnn0(!;
)� (3.26)"
�nm�n0m0 +

X
ll0

Unn0ll0(!;
)Lll0mm0(!;
)

#
:

This equation is still exact. We will now carry through a number of approximations

relevant to our problem. For small disorder, the vertex U is given by [30],

Unn0ll0(!;
) = h h	nj �K j	li h	n0j �K j	l0i i : (3.27)

For short-range correlations, as speci�ed in Eqs. (3.18), the vertex U can be straightfor-

wardly related to the cross-section W (iki; jkj) de�ned in Eq. (3.22). For typical wave

packets 
 � ! (i.e. a wave packet contains many cycles) so that we neglect 
 in

any functional dependence on frequency (\slowly varying envelope approximation"). The

index n consists of one discrete branch index j, and one index k that becomes conti-

nuous as A ! 1. The Q2DA neglects all overlaps between di�erent branches, so that

�G(!;
)nn0 ! 2�i�jj0�[! � !j(k)]. If we let k � k0 = q, and Sm(!) the source in mode
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representation, a new observable quantity Ljk can be de�ned as

X
mm0

Lnn0mm0(!;
)SmS
�

m0 � 2��[! � !jk]�jj0 � Ljk(q;
) : (3.28)

In space-time the Q2D transport equation reads,"
@t + vj � r+

1

�jkj

#
Ljk(x; t) = jSjk(!)j

2
�(t)�(x) +

!2
X
j0

Z
d2k̂j0

2�
nj0W (jkj; j

0kj0)Lj0k
j0
(x; t) : (3.29)

We will use this equation as a starting point for our calculations. The equation is essentially

two-dimensional, with a �nite number of modes (of order 2H!=�) to take care of the third,

vertical dimension. The great advantage of this equation is that the boundary conditions

of the elastic waves have been dealt with exactly, i.e. on the level of the wave equation,

contrary to conventional transport equations [14, 15, 33]. We see that Ljk(x; t) can be

interpreted as the speci�c intensity of the mode (jkj) at frequency !, at horizontal position

x, at a time t after the release of energy by the source. The source term Sjk(!) is given

by,

Sjk(!) = h	jkj 	fi = !
Z
d3r f�(r; !) � ujk(r) : (3.30)

Since ujk is an eigenfunction for which the energy (3.5) has been normalized, we see that

jSjkj
2
has the dimension of energy. Since (
;q)-dependence has been neglected in the

source, it emerges in our transport equation as a �(t)�(x) in space-time.

3.4.1 Equipartitioned solution

Equation (3.29) has one very important property that has been discussed in great

detail in the literature. By recalling expression (3.21) for the extinction time, it follows

immediately that the speci�c intensity with the property that its total mode energyZ
d2xLjkj (x; t) = constant; (3.31)

independent of the mode-index j and independent of the horizontal direction of propaga-

tion k, is a stationary solution for t > 0 of the transport equation. All solutions converge

to this solution regardless the nature and position of the source. This implies that �nally

all modes have an equal share in the total energy contents of the plate. This phenomenon

is called equipartition [22, 34, 35, 36, 37], and is believed to be a fundamental feature of

the solution of transport equations at large lapse times, provided absorption is absent, or
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at least small [38]. According to our de�nition (3.28), the total spectral energy per unit

surface in the regime of equipartition is given by,

E!(t) =
X
j

Z
d2k

(2�)2

Z
d2x Ljk(x; t) 2��(! � !jk) :

! constant �
X
j

nj : (3.32)

3.4.2 Dynamics of the Equipartition Process

We will now introduce the spectral energy density Ei(x; t) of mode i per unit surface,

and its current density Ji(x; t) according to,

Ei(x; t) �
Z

d2k

(2�)2
2�� (! � !ik) Lik(x; t) = ni

Z
d2k̂

2�
Liki(x; t) ; (3.33)

Ji(x; t) �
Z

d2k

(2�)2
2�� (! � !ik) viLik(x; t) = ni

Z
d2k̂

2�
viLiki(x; t) : (3.34)

An exact equation of continuity can be found from Eq. (3.29) by integrating over ki,

@tEi(x; t) +r � Ji(x; t) =
"
ni

Z
d2k̂

2�
jSiki(!)j

2

#
�(x)�(t)�

X
j

CijEj(x; t) ; (3.35)

with the \mode-conversion matrix",

Cij =
�ij

�i
� !2ni

Z
d2k̂j

2�
W (iki; jkj) : (3.36)

The mode-conversion matrixC has an eigenvalue 0 with eigenvector fnig, associated with

the equipartition. Its N�1 nonzero eigenvalues, which can be called \Stokes parameters",

determine the dynamics of the equipartition process. The solution of Eq. (3.35) depends

on the initial conditions, i.e. how the initial release of energy is distributed among the

di�erent modes, as described by Sik(!).

Figure 3.3 shows all eigenvalues of the matrix C in the case of a plate of thickness

H = 20:2�S , for which the number of modes is N = 106. The disorder is uniform in

the whole plate and the spatial correlation among all Lam�e coe�cients is chosen equal:

�2
� = �2

� = �2
��. The time scale has been normalized to the mean free time of S-waves

in an the in�nite medium, which has the same amount of disorder, i.e. as described by

Eqs. (3.18).

The largest eigenvalue (associated with the shortest life-time) has an eigenvector made

of the symmetric and antisymmetric Rayleigh modes. This con�guration is very sensitive
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Fig. 3.3 - Eigenvalues of the matrix C de�ned in Eq. (3.36) in the case of a plate

thickness H = 20:2�s having a number of N = 106 modes normalized to the mean free

time of S-waves in an in�nite medium. The disorder is uniform in the whole plate and

the spatial correlation between all Lam�e coe�cients is equal.

to the location of the disorder in the plate. If the plate does not have any disorder close

to the two free surfaces (at the length scale of a wavelength) the Rayleigh modes, which

have a penetration length of the order a wavelength, do not su�er from the disorder. As a

consequence, their life-time would become very large compared to the mean free time of

S-waves in an in�nite medium. On the other hand, if the disorder is localized close to the

free surface, the Rayleigh modes end up with a very large eigenvalue. The eigenvectors

associated with the 
at plateau in Figure 3.3 consist of modes whose shear component

strongly dominates over the compressional part. As a result their eigenvalues are very

similar to the inverse shear mean free time of a S wave in an in�nite medium. The eigen-

vectors associated with the eigenvalues smaller than unity exhibit a strong compressional

component. They are associated with longer life times as shown in Figure 3.2. Quite lo-

gically they show up with a smaller eigenvalue (associated to a longer life-time) of the

mode-conversion matrix C

In the case of dominant � correlation, �2
� � �2

�, the picture does not change drastically

since Lamb modes are always dominated by shear. Only for dominant � correlation, �2
� �

�2
�, the structure of eigenmodes of the mode-conversion matrixC is modi�ed considerably.

Eigenvalues that were previously associated with \bulk" P and S vectors now see their life-
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time becoming much shorter. An eigenvector which had a small eigenvalue in Figure 3.3,

now achieves a large eigenvalue.

Figures 3.4 show, for di�erent kind of sources, how the initial release of energy is

distributed among the di�erent modes. Figure 3.4a shows an isotropic explosion at a

depth �s=3 from the free surface. An explosion is a purely compressional source, and does

not excite any SH modes. Among the Lamb modes it excites preferentially the modes that

are \bulk" for both compressional and shear components as well as Rayleigh modes. A

source at a larger depth will not excite the Rayleigh modes since they have a penetration

length of the order of the wavelength.

Figure 3.4b applies for a double couple in the xy plane at a depth �s=3 from the free

surface. Contrary to the isotropic explosion, a double couple in the xy plane strongly

excites the SH modes. Since the source is close to the free surface Rayleigh modes are

excited as well. The Lamb modes which are \bulk" for the shear component but only

evanescent for the compressional component are also excited.

Figures 3.4c, d show the mode distribution for a double couple in the plane xz for two

di�erent depths of the source, �s=3 and 5�s. When the source is located close to the free

surface the majority of the energy is distributed among the Rayleigh modes. Two Rayleigh

modes are out of scale in Figure 3.4c but carry in fact half of the released energy. When

the source is situated deep in the plate the pattern becomes very rich, but one can see

that the Rayleigh modes are not excited anymore.

3.5 Di�usion Approximation

Despite the many simpli�cations that have been carried out, the �nal transport equa-

tion (3.29) is still di�cult to solve numerically. In future work, we intend to adapt our

Monte-Carlo simulations, developed to solve the 3D radiative transfer equation [18, 19],

to this modi�ed equation. In this section we shall carry out a �nal and rather familiar

simpli�cation, that facilitates a numerical solution.

The di�usion approximation is typically valid at large lapse times, when currents start

to become small. In that case, the speci�c intensity of mode i can be written as,

Lik(q;
) =
1

ni

"
Ei(q;
) +

2

v2i
vi � Ji(q;
) + � � �

#
; (3.37)

with ni = ki=vi the density of mode i in phase space introduced earlier. In real space q

transforms into the 2D gradient r. Inserting the series (3.37) into Eq. (3.29) leads to the
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Fig. 3.4 - Energy distribution among the di�erent modes for di�erent sources. The total

energy release is normalized to 1 and the plate thickness is H = 20:2�s with N = 106

modes. A) Isotropic explosion source at a depth �s=3 from the free surface. B) Double

couple source in the xy plan at a depth �s=3 from the free surface. C) Double couple

source in the xz plan at a depth �s=3 from the free surface. The two Rayleigh modes are

out of scale and carry half of the released energy. D) Double couple source in the xz plan

at a depth 5�s from the free surface.
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relation

Ji(x; t) = �
X
j

DijrEj(x; t) : (3.38)

This relation is recognized as a generalized Fick's Law [39], generalized, because it involves

di�erent individual modes at the cost of one dimension. The di�usion matrix is given by,

�
D�1

�
ij
= 2

 
�ij

v2i �i
�
!2

nj

Z
d2k̂j

2�
W (iki; ikj)

vi � vj
v2i v

2
j

!
; (3.39)

It is easy to check the following relation,

Dij

Dji

=
ni

nj
: (3.40)

Combining Eqs. (3.38) and (3.35) and transforming back to space-time yields the genera-

lized 2D di�usion equation,

@tEi(x; t)�
X
j

Dij(!)4Ej(x; t) = Si(!)�(x)�(t)�
X
j

Cij(!)Ej(x; t); (3.41)

where

Si(!) = ni

Z
d2k̂

2�
jSik(!)j2: (3.42)

This di�usion equation is an ordinary partial di�erential equation that can be solved

by conventional means. For an in�nite plate no boundary conditions have to be speci�ed:

the boundary conditions at the two free surfaces have been taken care of exactly. For this

reason, the Q2D di�usion approximation is not expected to break down near the bounda-

ries, as was noticed by Turner and Weaver for the conventional di�usion approximation

[15].

Equation (3.41) still captures the time-evolution of the di�erent elastic modes of the

plate, and can thus be used to study polarization properties. Integrating equation (3.41)

over the horizontal coordinate r gives for the time evolution of the total modal energy

@tEi(t) = Si(!)�(t)�
X
j

Cij(!)Ej(t): (3.43)

In fact this equation follows directly from Eq. (3.35) without the need to apply the dif-

fusion approximation. Its formal solution is Ei(t) =
P

j [exp (�Ct)]ij Sj(!)�(t). This can

easily be evaluated using the complete set of eigenmodes of C.

Figure 3.5a shows the time evolution of the energy among the di�erent modes for an

isotropic explosion at a depth �s=3 from the free surface. The initial modal energy distri-

bution was shown in Figure 3.4a. For the sake a clarity we only display the evolution of
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Fig. 3.5 - Prediction of the di�usion equation (3.43) for the time evolution of the energy

for di�erent sources. The time scale has been normalized to the mean free time of the S

waves in an in�nite medium. The plate thickness is H = 20:2�s, with N = 106 modes.

A) and C) are predictions for the evolution of the energy for di�erent modes, SH modes

(ESH), Lamb modes without the Rayleigh modes (E(L�R)), and Rayleigh modes alone (ER)

for respectively an isotropic explosion at a depth �s=3 from the free surface and a double

couple source in the xz plan at depth 5�s from the free surface. B) and D) are predictions

for the potential energy ratio Es=Ep and the ratio H2=V 2 of the kinetic energies for the

elastic displacement in di�erent directions.
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three sub-classes of modes (Rayleigh, Lamb, SH) and not the whole distribution. Rayleigh

modes are excited but not SH modes since the source is purely compressional. As time

goes on, the mode occupation changes as a result of the dynamics of the equipartition

process and �nally tends to the equipartitioned distribution which does not depend on

nature and location of the source.

Figure 3.5b shows the time evolution of two \observable" energy ratios measured at

the free surface: the ratio of shear to compressional potential energy, Es=Ep, and the one

of the horizontal to vertical kinetic energy H2=V 2. After a few shear wave mean free

times, the energy ratios stabilize at their predicted equipartition value Es=EP = 7:19,

H2=V 2 = 1:77 [22]. The ratios Es=Ep and H2=V 2 increase monotonically which is due to

the compressional nature of the source.

Figures 3.5c, d present the equipartition process for a double couple source deep in

the plate (5�s from the free surface). For such a source the Rayleigh modes are not

excited while the other Lamb modes and SH modes are strongly excited (see Figure 3.4d).

The initial ratio of shear to compressional energy at the free surface is higher than the

one for the explosion source due to the shear nature of the source. However, in both

cases the energy distributions converge towards an equipartitioned distribution which is

independent of the nature of the source and its location. Note that, for an exploding

source, the equipartition process takes much longer a time, typically 6�1s . For the double-

couple source in Figures 3.5c, d it is typically �1s .

It is not very di�cult to show that in the equipartition regime, the generalized di�usion

equation (3.41) further simpli�es to a genuine 2D di�usion equation for the total energy

density,

@tE(x; t)�D(!)4E(x; t) = S(!)�(x)�(t) ; (3.44)

with di�usion constant,

D(!) =

P
ij Dij(!)nj(!)P

j nj(!)
; (3.45)

and source,

S(!) =
X
i

Si(!) : (3.46)

Equation (3.45) is recognized as an equipartitioned sum of all di�usion matrix elements.

A similar result was obtained for the di�usion constant in an in�nite elastic medium, in

terms of the individual matrix elements for P and S waves [13, 37, 40]. Equation (3.44)

has the simple solution,

E(!;x; t) =
S(!)

4�D(!)t
exp

 
�

x2

4D(!)t

!
; (3.47)
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N(!) 3 5 13 23 43 65 85 106
D(!)
D1(!)

0.72 0.56 0.72 0.77 0.82 0.84 0.85 0.85

Tab. 3.1 - Ratio D(!)=D1(!) as a function of the number of modes N(!) in the plate.

D1(!) is the frequency-dependent di�usion constant for a 3D in�nite medium, D(!) is

the frequency-dependent di�usion coe�cient for our quasi-2D model with N(!) modes,

with the same kind of disorder in � and �.

i.e. the local energy basically varies at x = 0 as E(!) � t�1 � S(!)=D(!) at large times.

Table 3.1 shows the evolution of the ratio D(!)=D1(!) as a function of the number

of modes in the plate. D1(!) is the elastic di�usion constant for an in�nite medium ,

obtained by Weaver [13] and Ryzhik [24], with the same amount of disorder, i:e:, as was

described by Eqs. (3.18). The ratio varies slowly from 0:72 for N = 3 modes to 0:85 for

a thick plate, i:e: H � l�. Our quasi-2D approximation starts to break down when the

thickness of the plate exceeds the mean free path.

3.6 Coherent Backscattering near the Free Surface

Coherent backscattering of waves is an interference e�ect that survives multiple scat-

tering. It refers to a coherent enhancement of intensity near the source [40]. The e�ect

has recently been observed with acoustic [41, 42] and elastic waves [23, 43].

We recently investigated coherent backscattering of waves in a more seismic context

[44, 45]. Speci�c aspects such as symmetry of the source, near �eld, leakage and the

exact measurement process have to be understood before any seismic experiment can

be considered. Our analyses so far have been done either with scalar (acoustic) waves

in a disordered plate with leakage [44] or with fully elastic waves in an in�nite medium

[45]. The last study established that the enhancement factor of coherent backscattering

is highly dependent on both the nature of the source and on the precise parameter that

is being measured. More speci�cally, a measurement of simply hui(!)2i of waves released

by a \double-couple" source will hardly give rise to a coherent enhancement, so that

observation is unlikely. On the other hand, the measurement of hdivu(!)2i of waves

released by an explosion source maps exactly onto the acoustic problem, which has the

maximal enhancement factor of 2.

Both approaches are unable to model the coherent backscattering e�ect of wave pro-

pagation in the crust, whose elastic eigenmodes are not plane waves. In addition, a mea-
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surement necessarily takes place at the Earth surface, whereas the source (an earthquake

or explosion) can be located at depth. In this section we will investigate coherent backs-

cattering using our Quasi 2D transport model. Recently, De Rosny et al [23] and Weaver

et al [43] reported the studies of coherent backscattering of elastic waves at frequencies

around 1 MHz.

Our analysis will closely follow the one given in Ref. [45]. Starting point is the calcu-

lation of the vertex Lnn0mm0(k;k0;q) de�ned in Eq. (3.28) and describing the ensemble-

averaged, incoherent scattering of the modes (i;k+ 1
2
q) and (i0;k� 1

2
q) into (j;k0 + 1

2
q)

and (j0;k0� 1
2q). By the reciprocity principle this object must be symmetrical with respect

to left and right-hand indices. The di�usion approximation, applied to our Q2DA model

yields for large lapse times,

Lii0jj0(k;k
0;q) =

�ii0� (! � !ik) �jj0� (! � !jk0)

�i
 +Dq2 + !=Q
: (3.48)

An inverse Fourier transform with respect to 
 provides the time-dependence of the

envelope of a wave packet with central frequency ! 1. Similarly, the spatial dependence is

obtained by an inverse Fourier transform over q, k and k0. The result is,

Lii0jj0(!; t;x1;x2 ! x3;x4) =
exp(�!t=Q)

Dt
�ii0�jj0 ninj J0 (kix12)J0 (kjx34) : (3.49)

The depth (i.e. z) dependence can by obtained by summing over the N eigenfunctions

	i(z) at frequency !. The coherent backscattering is due to constructive interference of

time-reversed waves. It can be constructed straightforwardly by interchanging the indices

(i0x2) and (j0x4) [45],

Cii0jj0(!; t;x1;x2 ! x3;x4) =
exp(�!t=Q)

Dt
�ij0�ji0 ninj J0 (kix14)J0 (kjx32) : (3.50)

Both L and C contribute to hG(i;x1 ! j;x2)G
�(i0;x3 ! j0;x4)i, but C survives only

close to the source, as we shall see. To calculate actual enhancement factors, we must

specify source and detector. In Eq. (3.30) the source was already expressed in terms of

the eigenmodes (j;k). Di�erent sources will now be considered.
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Fig. 3.6 - Plot of the backscattering cone and enhancement factor for a monopolar source

along the z axis. The normal component of the displacement �eld uz(0) is measured at

the free surface and the plate thickness is H = 20:2�s which has N = 106 modes. A) Plot

of the backscattering cone for di�erent depths z0. B) Plot of the enhancement factor at

x = 0 as a function of the source depth z0.

3.6.1 Monopolar source at depth

We consider the source f(r) � f0(!)�
(3)(r � r0), which represents a highly directio-

nal force �eld at position r0, small compared to the wavelength. Equation (3.30) gives

Sjk(!) � !f0(!) �ujkj (z0) with z0 the depth of the source. To simplify the analysis we will

assume that the force is directed into the z-direction. This con�guration was also studied

by De Rosny et al. [23, 46] using a thin chaotic 2D silicon cavity, with only 3 excited

Lamb waves. In addition, their detection method of heterodyne laser interferometry is

only sensitive to the normal displacement uz(z = 0). In seismology, the force �eld above

may be a simple model for a volcano eruption.

Let x be the horizontal distance between source and detector. The measured \inco-

herent" background is found from Eq. (3.49),

L(x; t) �
exp(�!t=Q)

Dt
f0(!)

2
X
i

ni jui;z(0)j
2X

j

nj juj;z(z0)j
2
; (3.51)

1: Seismic measurements usually have access to time-correlations


 j(t �

1

2
� ) �

j
(t + 1

2
� )
�
of di�erent

components of the wave function (3.7). The smooth time-dependence of the envelope of the pulse at

frequency ! can be obtained by Fourier transforming this object with respect to � . Signal-to-noise can

usually be increased by averaging over a time window �t and using a �nite bandwidth �! over which

the signal is not expected to vary too much.
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Fig. 3.7 - Plot of the backscattering cone and enhancement factor for a isotropic explosion

source. Both the divergence (solid line) and normal component of the �eld (dashed line)

are measured. The plate thickness is H = 20:2�s which has N = 106 modes. A) Plot of

the backscattering cone. B) Plot of the enhancement factor at x = 0 as a function of the

source depth z0.

which is independent of x, but still depends on the depth z0 of the source. The "coherent"

contribution follows from Eq. (3.50)

C(x; t) �
exp(�!t=Q)

Dt
f0(!)

2

�����X
i

ni ui;z(0)ui;z(z0)
�J0(kix)

�����
2

: (3.52)

As was already mentioned in previous work, the ratio (L + C)=L, the so-called \en-

hancement factor", is independent of time at large lapse times [44]. An application of

Cauchy's inequality shows that (L + C)=L � 2, with equality if and only if x = 0 and if

ui;z(0) = ui;z(z0) for all modes i. This can only be true if z0 = 0 i.e. the source must be

near the surface. In practice, to produce any measurable enhancement factor, the source

must be at a depth less than the typical wavelength, as shown in Figures 3.6a and 3.6b.

A source with a force direction di�erent from normal will have a lower enhancement as

well. Note that the enhancement is symmetric in azimuth around the source.

3.6.2 Isotropic Explosion

An isotropic explosion at depth z0 is described by the force �eld f(r; !) = B(!)r�(r�

r0) [17]. It can easily be shown that Sik(!) = �B(!)! divuik(!). For a �xed frequency
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this depends on the mode label i but, very conveniently, not on the direction k̂ of horizontal

propagation.

Let us �rst suppose that we measure the normal component of the displacement vector

at the surface. Incoherent background and coherent enhancement are given by,

L(x; t) �
exp(�!t=Q)

Dt
B(!)2

X
i

ni jui;z(0)j
2
X
j

nj jdivuj(z0)j
2
;

C(x; t) �
exp(�!t=Q)

Dt
B(!)2

�����X
i

ni ui;z(0)divui(z0)
�J0(kix)

�����
2

: (3.53)

The resulting enhancement factor (L+ C)=L is plotted in dashed lines in Figure 3.7a as

a function of the horizontal distance, and in Figure 3.7b for a measurement on top of an

explosion source as a function of the depth z0. Note that the enhancement never reaches

its maximum value 2, not even when z0 = 0. In an in�nite medium, a measurement of

any component of the displacement vector of waves released by an explosion source would

have had no enhancement at all near the source [45]. Here, the �nite enhancement is due

to the nearness of a free surface.

The enhancement factor can be restored by a measurement of the dilatation (divu)

in which case,

L(x; t) �
exp(�!t=Q)

Dt
B(!)2

X
i

ni jdivui(0)j
2 X

j

nj jdivuj(z0)j
2
;

C(x; t) � B(!)2
exp(�!t=Q)

Dt

�����X
i

nidivui(0)divui(z0)
�J0(kix)

�����
2

: (3.54)

A measurement of the dilatation restores the symmetry between detector and source,

and reveals the maximum enhancement factor 2 when the detector is located close to the

source as shown in solid lines in Figures 3.7a, b.

3.6.3 Dipolar Source

We next consider a single couple at the surface with normal displacement vector, and

axis along the x-axis. This source can be represented by the dipole f(r; t) � d(!) ẑ@x�
(3)(r�

r0). Such a source can be generated with laser interferometry on an elastic plate, and the

resulting coherent backscattering e�ect was recently studied experimentally by De Rosny

et al. [46].

The spatial derivative in the source �nds its way in the Bessel functions, in the same

way as was done in earlier work for the in�nite system [45]. We derive, again for a mea-
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Fig. 3.8 - Plot of the backscattering cone and enhancement factor for a dipolar source.

Both @xuz(r; t) (solid line) and normal component uz(r; t) of the �eld (dashed line) are

measured. The plate thickness is H = 20:2�s which has N = 106 modes. A) Plot of the

backscattering cone. B) Plot of the enhancement factor at x = 0 as a function of the

source depth z0.

surement of the displacement vector in the direction normal to the surface,

L(x; t) �
exp(�!t=Q)

Dt

1

2
d(!)2

X
i

ni jui;z(0)j
2 X

j

nj juj;z(z0)j
2
k2j ;

C(x; t) �
exp(�!t=Q)

Dt
cos2 �d(!)2

�����X
i

nikiui;z(0)ui;z(z0)
�J1(kix)

�����
2

: (3.55)

Two things can be noted. First, C vanishes anywhere above the source, (x = 0). The

enhancement is destroyed because the dipolar nature of the source is in some sense \or-

thogonal" to the detection of the displacement vector. Maximum enhancement actually

occurs a fraction of a wavelength away from the source as shown in dashed line in Fi-

gure 3.8a. Secondly, the coherent enhancement around the source has a cos2 � structure,

with � the azimuthal angle between the dipole-axis of the source and the direction of

detection. This \double-well" structure was observed by De Rosny, Tourin and Fink [46].

The coherent enhancement factor can be restored by a modi�cation of the measu-

rement. Suppose we measure the parameter @xuz(r; t). This measurement has the same

symmetry as the dipolar source. We �nd for background and coherent enhancement,

L(x; t) �
exp(�!t=Q)

Dt

1

4
d(!)2

X
i

nik
2
i jui;z(0)j

2X
j

njk
2
j juj;z(0)j

2
;
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Fig. 3.9 - All angles involved in the measurement of the backscattering cone of a disloca-

tion source at depth z0. See text for discussion, �i = 0 for Lamb waves and �i = �=2 for

SH waves.

C(x; t) �
exp(�!t=Q)

Dt
�

d(!)2
�����X
i

nik
2
i ui;z(0)ui;z(z0)

�

"
J1(kix)

kix
� J2(kix) cos

2 �

#�����
2

: (3.56)

For x = 0 and z0 = 0 we infer that L = C, i.e the maximal enhancement can now be

reached. The plot of the restored enhancement factor as the function of the horizontal

distance and as the function of the source depth are shown in solid line in the Figures

3.8a, b. Note that the line pro�le is still not cylindrically symmetric, but depends on �.

3.6.4 Double-couple source at depth

Seismic sources have successfully been modeled as two compensating couples (dipoles)

[16]. To facilitate observation of coherent backscattering with seismic waves we will here

obtain the enhancement expected for such a source close to a free surface. In view of the

complexity of the problem, we will restrict ourselves to a seismic plane that is oriented

parallel to the free surface where detection takes place. The depth of this plane is located

at z0.

The force �eld of a double-couple source is described by a symmetric, o�-diagonal

seismic tensor. We assume that the two dipoles are orthogonal and along the axes x and
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Fig. 3.10 - Plot of the backscattering cone and enhancement factor for a double-couple

source with both its axes along the free surface. The orientation of the detection is such

that � = 0 and � = 0. The plate thickness is H = 20:2�s which has N = 106 modes.

A) Plot of the backscattering cone for di�erent source depths z0 = 0, z0 = �s=3 and

z0 = �s=2. B) Plot of the enhancement factor at x = 0 as a function of the source depth

z0.

y. The force �eld is then given by,

f(r; !) = M(!) (x̂@y + ŷ@x) �(r� r0) : (3.57)

with r0 = (0; 0; z0). We can easily check that the mode representation of the source (3.30)

is Si;k = !M(!) [kxui;y(z0) + kyui;x(z0)) We will assume that the measured parameter is

@y0ux0 + @x0uy0 , i.e. a certain horizontal component of the stress tensor; (x0; y0) are the

coordinates in a frame that has been rotated over an angle � with (x; y) (see Figure 3.9).

The displacement vector of a mode (ik) can be expressed as,

uik(z) =
n
ui;z(z) ẑ+ ui;k(z)

h
cos�i k̂+ sin�i ẑ� k̂

io
exp(ik � x) ; (3.58)

which introduces a new angle �i independent on the direction k of propagation and on

depth. Lamb waves have �i = 0 whereas SH-waves have �i =
�
2
. We de�ne � as the

angle between k and the x-axis, i.e. k̂ = cos �x̂ + sin�ŷ. Finally, the angle � orientates

the direction of measurement x in the horizontal plane with respect to the source. (see

Figure 3.9).

The incoherent background is calculated from,

L(x; t) �
exp(�!t=Q)

Dt
M(!)2

X
i

Z
d3k [@x0uik;y0(0) + @y0uik;x0(0)]

2
ImGik(!)
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�
X
j

Z
d3k0 [@xujk0;y(r0) + @yujk0;x(r0)]

2
ImGjk0(!); (3.59)

whereas the coherent enhancement follows from,

C(x; t) =
exp(�!t=Q)

Dt
M(!)2 � (3.60)�����X

i

Z
d3k [@x0uik;y0(0) + @y0uik;x0(0)] [@xuik;y(r0) + @yuik;x(r0)] ImGik(!)

�����
2

:

These k-integrals can be evaluated straightforwardly and we simply quote the �nal result,

L(x; t) �
exp(�!t=Q)

Dt

1

4
M(!)2

X
i

nik
2
i

���ui;k(0)���2X
j

njk
2
j

���uj;k(z0)���2 : (3.61)

Here, uk denotes the complex amplitude of the horizontal component of the displacement

vector. The coherent part is,

C(x; t) �
exp(�!t=Q)

Dt

1

4
M(!)2 ������X

i

nik
2
i ui;k(0)uik(z0)

� [cos�J0(kix)� cos qiJ4(kix)]

�����
2

: (3.62)

with qi = 4� + 3� for Lamb waves and qi = 4� + 3� + � for SH waves. Since the J4

term is very small, the line pro�le is almost isotropic around x = 0, independent on � ,

and maximal for � = 0. The enhancement factor (L + C)=L is plotted in Figure 3.10a

as a function of the horizontal distance for di�erent source depth and in Figure 3.10b

as a function of the source depth z0 for a measurement on the top of the source. It is

interesting to notice the relatively large second maximum of the coherent backscattering

for a source at x = 0:7�s away from the detector (x � 1:2 km).

3.7 Conclusions and Outlook

In this paper we have investigated multiple scattering of elastic waves for a model that

is adapted to the needs of seismology of the Earth's crust: a two-dimensional solid plate

with a thickness that is less than the mean free path of the waves. Contrary to other

approaches, this model facilitates an exact treatment of the boundary condition at both

sides of the plate, i:e: on the level of the elastic waves equation, and allows for 
uctuations

in the elastic constants that are depth-dependent. At the same time, we can describe the

horizontal transport of waves, as well as the inter-mode mixing, by a generalized radiative

transfer equation, that can be solved with conventional methods. Using this equation, we
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have investigated di�erent aspects, such as surface detection, mode extinction times, equi-

partition, polarized sources at di�erent depths in the plate and coherent backscattering.

We believe that this study is an important step in the modelisation of seismic waves in

the Earth's crust, but it may also �nd applications in laboratory experiments with elastic

waves. In future studies we will try to solve our equation numerically using Monte-Carlo

methods.

One �nal limitation of the present model has to be looked at in more detail. In this

paper we have assumed a solid plate bounded by two ideal free surfaces without any leaks.

The Earth's crust is better described by one top free surface and a solid-solid interface

at 30km in depth (the so-called Moho) overlying a homogeneous high-velocity mantle. In

previous studies we already suggested that the resulting energy leak into the mantle may

be the origin of seismic coda [18, 19]. A future study should establish the relation between

seismic coda and the individual quality factors of the modes.
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Chapitre 4

Observation de l'equipartition des

ondes sismiques

Observation of Equipartition of Seismic Waves

R. Hennino, N. Tr�egour�es, N.M. Shapiro,

L. Margerin, M. Campillo, B.A. van Tiggelen et R. L. Weaver

Article publi�e dans le Physical Review Letters 86, 3447, 2001.

Abstract Equipartition is a �rst principle in wave transport, ba-

sed on the tendancy of multiple scattering to homogenize phase

space. We report observations of this principle for seismic waves

created by earthquakes in Mexico. We �nd qualitative agreement

with an equipartition model that accounts for mode conversions at

the Earth surface.
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Scattering of classical waves in controlled laboratory experiments has extended our

knowledge of wave propagation considerably [1, 2, 3]. One new challenge is to apply this

knowledge to waves in natural environments, whose properties are complex and not well

known, for example medical imaging [4], remote sensing [5] and seismology.

The seismic case is particularly di�cult because several speci�c complications, such as

near-�eld detection and mode-conversions at the Earth surface, rule out the application of

methods developed in optics and acoustics. In addition, seismic records are intrinsically

time-resolved. Sheng et al [6, 7] considered the possibility of Anderson localization in

time-dependent signals that have propagated through a layered Earth crust.

The seismic coda refers to the pronounced exponential time tail observed in the seis-

mograms of regional earthquakes in the frequency band 1-10 Hz, reaching the level of

seismic noise after sometimes more than ten times the travel time of direct waves [8]. One

important observational fact is that the time decay coe�cient of the energy in the seismic

coda, the so-called coda Q factor, is a regional constant [9], dependent on frequency, but

independent of distance, depth and magnitude of the seismic source.

Many studies have made an attempt to relate physical properties of the Earth li-

thosphere to the observed regional seismic coda. The �rst pioneering studies by Aki and

Chouet [8, 9], followed by others [10, 11], interpreted seismic coda as elastic waves that

are singly scattered from inhomogeneities in the Earth's crust. It was shown that a com-

bination of single scattering and dissipation can account for some aspects of the seismic

coda [12]. Recent numerical studies suggested multiple scattering as the origin of seismic

coda [13, 14, 15, 16, 17]. Our own study estimated mean free paths ` � 20� 70 km in the

frequency band 1 - 10 Hz [17], comparable to the thickness H of the Earth's crust. For a

shear wave velocity � � 3:5 km/s in the crust this implies a scattering mean free time of

only 15 s, much smaller than the observed duration (180 s) of the coda.

A direct and model-independent con�rmation of the pertinence of multiple scattering

is important for two reasons. First, it is important for future studies in extracting infor-

mation correctly from the seismic coda, i.e to do the inverse problem. Secondly, it would

facilitate the application of many powerful mesoscopic tools developed in acoustics and

optics [2, 3]. However, several complications arise. One \elementary" test for multiple

scattering is the randomization of the propagation direction of the waves [2]. Unfortu-

nately, seismic observations measure local elastic displacements u(r; t), and not \speci�c

intensities", i.e. angularly resolved 
uxes, like in optics. Another elementary test would be

an observation of the randomization of polarization [5] as indicating multiple scattering,

since single scattering should be highly polarized for a polarized source like an earthquake.
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The essential problem in seismic studies is that transverse S and longitudinal P waves

cannot be separated in a ground displacement at one point. Only recently, Shapiro et

al [18] presented an approach to separate P from S waves using a small-aperture array.

A second complication is the presence of the Earth's free surface that coherently mixes

transverse SV waves with longitudinal P waves [19].

In this Letter, observational data of seismic coda are confronted with a �rst principle in

multiple scattering to resolve the controversy \single or multiple scattering in the seismic

coda?". We have investigated the principle of equipartition, �rst discussed by Weaver

[20, 21] for elastic waves in a solid body, more recently by Papanicolaou et al [22] and

Turner [23] using a transport equation, and �nally for light in liquid crystals [24, 25].

It is based on the fact that multiple scattering tends to homogenize phase space: the

spectral energy density around a speci�ed frequency, originally distributed in phase space

in a fashion that largely depends on the nature of the source, eventually becomes uniform.

Equipartition has the remarkable property to be independent of the unknown 
uctuations

that cause the scattering. It would imply any energy ratio to become time-independent,

and independent of the magnitude, polarization and distance of the seismic source. In

single scattering from a polarized source these energy ratios would vary signi�cantly with

time and among di�erent sources.

The total elastic wave energy density is given by [26],

W =
�

2
(@tu)

2
+ (

�

2
+ �) (divu)

2
+
�

2
(curlu)

2
+ I; (4.1)

with u(r; t) the local displacement vector, and � the mass density. Deep-re
ection and

surface-wave studies have shown that the Lam�e coe�cients � and � of the strain-stress

tensor are roughly constant and equal in the Earth's crust, with 
uctuations less than 5 %.

The di�erent terms in Eq. (4.1) represent kinetic (K), compressional (P ), and shear (S)

energy density. The last term (I) is an interference term involving cross-terms of the kind

@iuj@kul whose averages vanish except near boundaries. We have chosen to study S=P ,

K=(S+P ) and I=(S+P ), and the ratio H2=V 2 of kinetic energies for elastic displacements

in di�erent directions for which no spatial derivatives have to be carried out.

The most direct way to facilitate the evaluation of the three partial derivatives would

be to install seismic receivers close to each other and at di�erent depths. However, instal-

ling numerous seismic receivers, especially at depth, is extremely expensive. An array of 4

receivers at the corners of a 50 m side square [18] was temporarily set up close to the city of

Chilpancingo (Mexico). The high seismic rate in Mexico made it possible to record, during

the three months of the experiment, a series of local earthquakes with magnitudes between
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4 and 5, and a spread of roughly 300 km in epicentral distance. The sensors are CMG-40T

seismometers connected to Reftek digitizers, whose absolute time was provided by GPS

satellites. The 3 vertical derivatives @zui were deduced from the measured two horizontal

partial derivatives by imposing the stress free condition �(divu)�iz + �(@iuz + @zui) = 0

for i = x; y; z at the local Earth surface.

We selected 12 earthquakes that exhibit a pronounced seismic coda in the frequency

band 1�3 Hz. Figures 4.1 show the observed seismograms of one selected event of magni-

tude 4.3 at a distance of 35 km. They have been averaged over time windows of �t = 15

s. separated by 0.3 s. The �rst arrivals of S and P waves, as well as the exponential coda

at long times can easily be identi�ed. In the regime of seismic coda all ratios 
uctuate

around a constant value until the signal-to-noise level is reached. The horizontal lines in

Figs 4.1c,d locate the time-average. We emphasize that in this regime, the local elastic

energy density decays by four orders in magnitude.

We interpret the observed time-independent energy ratios in the Coda as a sign of

equipartition. The time-dependent 
uctuations around the mean for one event are at-

tributed to the Gaussian 
uctuations that ought to be uncorrelated in time and of the

order of 1=
q
�t�f=2 for a bandwidth �f . In spite of the large variations of the sources

in seismic magnitude and distance, Figure 4.2 shows that the measured energy ratios are

roughly the same for all sources. Especially the uncertainties in the ratios of potential

energies (Table 1) are small. The non-zero value of hIi indicates the presence of mode

conversions at the Earth's surface.

We now attempt to understand the observed ratios by assuming that the Coda is an

equipartitoned random �eld. If u(r; t) is the local, time-dependent displacement vector, it

can be expanded into the eigenfunctions un of the elastic medium with eigenfrequencies

!n,

u(r; t) =
X
n

"n e
�i!ntu n(r) : (4.2)

In the presence of disorder, all modes get mixed and the "n become time-dependent

random variables. For small disorder the eigenfrequencies !n are not signi�cantly alte-

red. The simplest way of expressing equipartition is that the average h"ni = 0 and that

h"n"�mi = �2(t)�nm. This means that the mode amplitudes are independent random va-

riables with random phase but with equal variance [27]. This statement implies an \equi-

partition" of the elastic energy (4.1) among the di�erent modes. The time-dependence

�2(t) cancels in any energy ratio.
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Fig. 4.1 - Observed seismogram, band-passed between 1 and 3 Hz, for event 11 at an

epicentral distance of 35 km from the detection array and a magnitude of 4.3. a): Linear

plot of the band-passed displacement measured as a function of time. b): Semi-logarithmic

plot of the energy density. A distinction is made between kinetic energy (K, dashed),

shear energy (S) and compressional energy (P ). c). Linear plot of the energy ratio S=P .

d). Linear plot of the energy ratios K=(S+P ) (solid) and H2=V 2 (dashed). The horizontal

lines denote the estimated time average.
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denotes the mean value with the standard deviation. The errorbars denote the observed

time-dependent 
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In a homogeneous unbounded medium the modes are plane waves with either S or P

polarization. In that case hIi = 0, hKi = hS + P i = 1 and hSi = hP i = 2(�=�)3 [20, 22, 28],

in terms of the P -velocity � =
q
(� + 2�)=� and the S-velocity � =

q
�=�, including a

factor of 2 to acknowledge the two-fold degeneration of the transverse S waves. This ratio

is recognized as the ratio of the density of states (DOS) for both modes. For � = � we

get hSi = hP i = 10:39. The observed energy ratios do not agree with these quantitative

predictions.

A more realistic model should take into account the mode-conversions at the Ear-

th's free surface, and at the interface between crust and mantle (the Moho) at roughly

30 km depth. The equipartition process within a distance of a few shear wavelengths

(�s � 2 km) from the surface is dominated by the �rst. We have calculated the exact

elastic eigenmodes of a homogeneous plate, bounded by two free surfaces [27, 29]. For a

thickness H > 10�S , the equipartition values near the surface, calculated from Eq. (4.2),

are independent of H, with surface values that agreed with previous work for the elastic

half-space [27]. Figure 4.3 shows how the ratios hSi = hP i and hKi = hP + Si depend on

depth if equipartition between all modes is assumed. The oscillations in Fig. 4.3, associa-

ted with the local density of states (LDOS) near the boundary, are well known in optics

[30, 31]. Our present study has access to the surface values only (Table 1). The agreement

between model and observations is remarkable. Table 1 also shows the theoretical values

when either only surface waves or only bulk waves are considered. In both cases they fall

outside the estimated error bar of the observational values. This leads to a picture of the

coda consisting of an equipartitioned mixture of both Rayleigh and bulk waves, which is

expected when the absorption time of Rayleigh waves exceeds the time to mode-convert

into bulk waves.

The observed value H2=V 2 � 2:5 agrees less well (Table 1). One possible source of

discrepancy could be the presence of a \true" e�ective surface di�erent from both the

local geographical free surface and the local surface of the Earth, due to 
uctuations

in the slope of the Earth surface. To investigate this option, the full kinetic co-variance

tensor
D
1
2�@tui@tuj

E
= hKi was calculated from the data. Its o�-diagonal elements are less

than 5%� 5%, i.e. consistent with zero and thus with our equipartition model. However,

the observed eigenvalues hX2i : hY 2i : hZ2i = 0:27 : 0:45 : 0:28 (Y is north) disagree with

the theoretical diagonal elements hX2i : hY 2i : hZ2i = 0:32 : 0:32 : 0:36. No frame can be

found that makes the entire co-variance matrix consistent with our equipartition model.

Some other source of discrepancy must exist.
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Fig. 4.3 - Theoretical prediction for the depth dependence of the average energy ratios

S=P (normalized to bulk value), K=(P + S) and I=(P + S), assuming that � = �.

energy DATA THEORY THEORY THEORY THEORY

ratio Rayleigh only Bulk only

z = 0 z = 0 z =1 z = 0 z = 0

S=P 7:30� 0:72 7:19 10:39 6:460 9:76

K=(S + P ) 0:65� 0:08 0.534 1 0.268 1:19

I=(S + P ) �0:62 � 0:03 -0.617 0 -1.464 -0.336

H2=V 2 2:56� 0:36 1.774 2 0.464 4.49

X2=Y 2 0:60� 0:20 1 1 1 1

Tab. 4.1 - Observed averaged energy ratios (in the frequency range 1-3 Hz, with standard

deviation) compared to the theory near the free surface, with � = � independent of depth.

The third column is calculated by considering both bulk and Rayleigh waves. The last

columns are calculated by considering only surface Rayleigh waves or only bulk waves.
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Alternatively, the discrepancy could be attributed to excess absorption of surface

waves. It is readily shown that if the absorption time of a surface wave is less than the

time to mode-convert to bulk waves, its contribution to the steady state partition will be

diminished. Table 1 shows that a small de�cit of Rayleigh waves could bring H2=V 2 into

accord with theory without seriously compromising the others. In addition, an anisotropic

absorption of Rayleigh waves might even explain the anomalous value of X2=Y 2 = 0:6. In

view of the geographical location of the array, a mountain area stretched in the direction

E-W, it is quite possible that the component Y is privileged over the X direction.

In conclusion, we have observed a �rst principle of multiple scattering - energy equi-

partition - in seismograms recorded in Mexico. This strongly supports the interpretation

of seismic coda as a genuine multiple scattering process, and excludes single scattering as

an alternative explanation.
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Chapitre 5

Bilan et perspectives

Au cours de cette deuxi�eme partie, nous avons �etudi�e la propagation des ondes sis-

miques dans la croûte terrestre. Nous avons d�evelopp�e l'�etude du mod�ele propos�e par

Margerin et al, dans lequel la coda des sismogrammes est le re
et d'ondes multiplement

di�us�ees dans une croûte h�et�erog�ene et faiblement absorbante, le manteau �etant repr�esent�e

par un milieu homog�ene. Dans ce mod�ele, la fuite des ondes sismiques dans le manteau

permet de d�ecrire quantitativement les caract�eristiques de la coda. Nous avons port�e une

attention particuli�ere aux couplages entre les di��erents modes de vibration (ondes S,

ondes P , ondes de Rayleigh) engendr�es par les r�e
exions aux interfaces et par les di�u-

sions. Les conversions de modes sont un objet central de l'�etude de la propagation des

ondes �elastiques dans un milieu h�et�erog�ene car elles sont responsables de l'�equipartition

des modes en r�egime de di�usions multiples.

Dans un premier temps nous avons d�evelopp�e une �equation de di�usion g�en�eralis�ee

de l'�equation du transfert radiatif des ondes �elastiques. Cette �equation nous a permis

de d�ecrire l'�evolution spatio-temporelle de Es et Ep s�epar�ement. Elle est valable dans la

limite o�u l'�epaisseur de la croûte est sup�erieure au libre parcours moyen (�s;p � l�s;p < H)

et lorsque les temps de propagation sont longs devant le temps libre parcours moyen. Ceci

nous a permis d'�etudier le temps n�ecessaire pour être dans le r�egime de l'�equipartition des

modes, d'�evaluer l'in
uence des conditions aux limites et de l'absorption sur le rapport

d'�equipartition Es=Ep et de calculer le facteur de qualit�e Qc. Nous avons montr�e que la

pr�esence d'une surface libre n'in
uen�cait pas le rapport Es=Ep obtenu pour un milieu

in�ni et qu'une faible absorption diminuait le rapport Es=Ep lorsque les ondes S �etaient

plus fortement absorb�ees que les ondes P .



182 CHAPITRE 5. BILAN ET PERSPECTIVES

D'autre part, nous avons d�evelopp�e une �equation du transfert radiatif dans le r�egime

o�u la croûte est faiblement h�et�erog�ene (l�s;p > H). Dans l'�etat actuel cette �equation ne

prend pas en compte la fuite des ondes dans le manteau. La d�emarche a �et�e de consid�erer

non pas les ondes planes S et P mais la base des modes propres de vibration d'une plaque.

Ceci nous a permis d'incorporer rigoureusement les e�ets d'interf�erences aux interfaces

et donc de mod�eliser correctement les mesures en champ proche. Nous avons pr�esent�e

une approximation de di�usion de cette �equation du transfert radiatif qui nous a permis

de calculer la valeur du rapport d'�equipartition Es=Ep en tenant compte des ondes de

Rayleigh. Le rapport d'�equipartition n'est pas de 10,4 comme pour un milieu in�ni mais

de 7,19. Nous avons aussi pr�esent�e la th�eorie du cône de r�etrodi�usion coh�erente lorsque la

mesure s'e�ectue �a la surface libre. Nous avons �etudi�e plusieurs types de sources sismiques

(explosion, monopôle, dipôle, quadrupôle), et montr�e que la sym�etrie entre la source et

le d�etecteur est primordiale pour obtenir une facteur d'ampli�cation de 2. La largeur

caract�eristique du cône de r�etrodi�usion coh�erente est donn�ee par les longueurs d'ondes

�s et �p. De plus, d�es que la source est �a plus d'une longueur d'onde de profondeur, le

facteur d'ampli�cation devient tr�es faible.

En�n nous avons pr�esent�e une comparaison entre des mesures d'�equipartition de l'�ener-

gie dans la coda de douze tremblements de terre locaux et les r�esultats th�eoriques prenant

en compte les e�ets de la surface libre. Les mesures ont �et�e e�ectu�ees au Mexique en

1998 par N. Shapiro et al. Elles montrent une stabilisation tr�es nette des rapports �ener-

g�etiques dans la coda. La comparaison avec les pr�edictions th�eoriques est tr�es bonne,

ce qui nous am�ene �a conclure qu'au Mexique la coda est probablement form�ee d'ondes

�equipartitionn�ees, ce qui est caract�eristique du r�egime de la di�usion multiple.

Perspective

La d�erivation de l'�equation du transfert radiatif que nous avons donn�ee au chapitre 3

n'est qu'une premi�ere �etape. La deuxi�eme �etape consiste �a prendre en compte la fuite

des ondes dans le manteau et par l�a de donner une description plus rigoureuse de la

d�ecroissance �energ�etique de la coda. Une question ouverte est de savoir s'il y aura une

�equipartition des modes de vibration. La r�eponse �a cette question n'est pas simple car il

y a plusieurs m�ecanismes qui entrent en jeu. D'un côt�e, nous avons les modes guid�es et

de l'autre côt�e des modes de fuite qui ont un temps de vie �ni. Ces deux classes de modes

sont coupl�ees par di�usion sur les h�et�erog�en�eit�es de la croûte. Le coeur du probl�eme est

de savoir si le couplage entre ces deux types de modes est fort ou faible. Si le couplage
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est faible, nous pouvons alors tr�es bien imaginer qu'il existe une �equipartition parmi les

modes guid�es. Les valeurs des rapports �energ�etiques seront probablement di��erentes de

ce que nous avons observ�e au Mexique. Dans ce r�egime, la d�ecroissance temporelle de la

coda serait probablement donn�ee par le temps de conversion entre les modes guid�es et

les modes de fuite et d�ependrait donc de la nature du d�esordre pr�esent dans la croûte.

A l'inverse, on peut penser que si le couplage entre les modes est fort, l'�equipartition des

modes guid�es n'aura pas le temps de se faire et qu'il n'y aura pas de stabilisation des

rapports �energ�etiques. Dans ce cas, le facteur de qualit�e Qc serait donn�e par les temps de

vie des modes de fuite et serait ind�ependant du d�esordre. Nous pourrions alors avoir une

th�eorie exacte de Qc qui ne d�ependrait que de l'�epaisseur de la coûte H et des vitesses

et densit�es dans la croûte et le manteau. Tous ces param�etres sont bien connus. Nous

pouvons penser que seule une simulation Monte-Carlo de l'�equation du transfert radiatif

permettra de r�epondre �a ces questions.

Un autre d�eveloppement tr�es int�eressant de l'�equipartition des modes a �et�e propos�e

par le Professeur R. Weaver de l'universit�e d'Urbana-Champaign aux Etats-Unis. Pour

une cavit�e chaotique, il a montr�e que la fonction de corr�elation du champ de d�eplacement

donnait acc�es �a la fonction de Green du syst�eme. Il serait tr�es int�eressant de savoir si une

propri�et�e similaire se retrouve dans un syst�eme h�et�erog�ene tel que la croûte terrestre. La

di�cult�e est li�ee �a la fuite de l'�energie dans le manteau qui fait de la croûte un syst�eme

ouvert. De plus, les sources sismiques sont un point �epineux car elles ne sont ni contrôlables

ni pr�evisibles. Un axe de recherche possible serait de consid�erer le bruit sismique ambiant

comme une source. Il serait peut être possible de faire de l'imagerie sismique en mesurant

la fonction de corr�elation du bruit!
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