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Ce mémoire est composé de deux parties indépendantes:

— La premiere partie sera consacrée a ’é¢tude du transport d’énergie lumineuse dans un
régime fortement non linéaire. Dans ce régime, les interactions entre photons seront
supposées tres fréquentes et les équations du second son, qui ont été initialement établies
pour I’hélium liquide, pourront étre transposées a 1’optique. On montrera en particulier
que le fluide lumineux obéit a des équations hydrodynamiques analogues aux équations

de Navier Stokes de la mécanique des fluides.

— La seconde partie concernera ’étude des corrélations de I'intensité transmise et de I’in-
tensité réfléchie par un milieu désordonné et non linéaire. Une longueur caractéristique
qui dépend a la fois des propriétés du désordre et des caractéristiques non linéaires du
milieu, sera introduite. Cette longueur permettra d’interpréter les effets des non linéa-
rités par analogie avec des situations linéaires classiques: corrélations en fonction de la

fréquence de I'onde lumineuse ou corrélations en présence d’absorption.






Premiere partie

Hydrodynamique d’un gaz de photons
dans un régime fortement non linéaire.
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Introduction.

L’existence d’ondes de température dans I’hélium II superfluide, appelées ondes de second
son, a été prédite par Landau en 1941 [24]. D’un point de vue hydrodynamique, ce phénomene
est décrit a I'aide du modele a deux fluides proposé par Tisza en 1940. Dans ce modele, tout se
passe comme si ’hélium liquide était composé d’un mélange de deux fluides dont la premiere
composante, la composante superfluide, a la propriété particuliere de pouvoir s’écouler sans
viscosité le long d’une paroi solide alors que la seconde composante, la composante normale,
possede le comportement d’un fluide visqueux ordinaire. Dans un tel fluide, des ondes sonores,
qui correspondent a des fluctuations locales de la densité p et de la pression p de I’hélium,
peuvent se propager comme dans n’importe quel fluide ordinaire. Mais on peut également ob-
server des ondes de propagation ou les densités respectives p; et p,, des composantes superfluide
et normale oscillent en opposition de phase. Dans cette situation, la densité p du fluide est
constante et aucun mode de compression ne peut se propager. Par contre, comme seul le mou-
vement de la composante normale du liquide peut s’accompagner d’un transport de chaleur,

un mode de transport propagatif pour la température est associé a cette situation. Dans ce

modele, on peut montrer que la vitesse c¢;; des ondes de second son est ¢y = \/(TSQ/C)(pS/,on)
ou 7', s et ¢ sont respectivement la température, la densité d’entropie et la capacité calorifique

par unité de volume du liquide a I’équilibre thermodynamique [26].

Landau a montré qu’a basses températures, ’hélium pouvait étre représenté par un “gaz”
composé par les excitations élémentaires présentes dans le liquide (essentiellement des phonons
a basses températures). Il a ainsi pu calculer le rapport des densités p;/p, et a obtenu une
expression simple pour la vitesse du second son: ¢;; = ¢/v/3 ou ¢ est la vitesse du son dans
I'hélium. Ce résultat a ensuite été vérifié expérimentalement par Atkins et Osborne [3]. Ward
et Wilks ont alors montré que le phénomene du second son n’était pas lié a une propriété
de superfluidité de I'hélium et ils ont retrouvé ’expression de la vitesse du second son en
considérant uniquement un gaz de phonons en interaction [39], [40]. Le point fondamental
de cette théorie est que 1’énergie et I'impulsion du systeme doivent étre conservées lors des
interactions entre quasi-particules. Le phénomene du second son dans un gaz de quasi-particules

est donc tout a fait analogue a la propagation du son dans un gaz atomique ou moléculaire
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ordinaire. Ce modele a permis de valider la suggestion de Peshkov, en 1944, que le second son
devait également étre observable dans un cristal [32]. Mais pour observer le second son dans
un cristal, il est nécessaire que les processus normaux entre phonons (processus qui conservent
I’énergie et la quasi-impulsion des phonons) soient les processus microscopiques dominants,
c’est a dire les plus fréquents, alors que les processus qui sont a l’origine de la relaxation de la
quasi-impulsion (diffusion par des impuretés ou par les parois du matériau aussi bien que les
processus umklapp) doivent étre négligeables. Le second son n’est donc observable que dans
des solides tres purs et a tres basses températures. Ces conditions sont tres restrictives et le
second son a été observé dans un solide pour la premiere fois en 1966, avec un cristal d’hélium
“He par Ackerman et al [1]. Ensuite, 'observation d’onde de température a été effectuée dans
des cristaux diélectriques de NaF [29], [33] et de Bi [31], et plus récemment, une mesure
de conductivité thermique a basses températures dans un cristal quasi-mono-dimensionnel
de (Ta;_;Nb,Seq)2l (z = 0;0,01) a été interpretée grace a la théorie du second son [35].
Parallelement, il a été prédit I’existence d’onde de second son dans les cristaux férromagnétiques

non métalliques [12] ainsi que dans les cristaux férroélectriques [11].

Le domaine de l'optique non linéaire s’est considérablement développé a partir des années 60
avec la découverte du laser. Grace a cette source lumineuse de forte puissance, on a pu étudier
I’interaction entre la lumiere et la matiere dans des régimes non linéaires lorsque la réponse
du milieu n’est plus seulement proportionnelle au champ électromagnétique incident. L’un des
effets non linéaires les plus classiques est celui de la génération de seconde harmonique: lorsque
I’on éclaire un matériau non linéaire avec une onde plane monochromatique de fréquence w, une
onde de fréquence 2w est générée et peut se propager a l'intérieur du milieu. L’interprétation de
ce phénomene est tres simple en terme de photons. Deux photons d’énergie Aiw interagissent par
I’intermédiaire du milieu diélectrique et se recombinent pour former un seul photon d’énergie
2hw. Mais ce processus n’est en fait que le cas particulier de toute une classe de processus
a trois photons ou deux photons d’énergie respectives hw; et hw, s’associent pour former un
seul photon d’énergie hws = hw; + fw;. Ce processus et le processus inverse (processus ou un
photon hws se fragmente en deux photons fw; et hws) sont appelés processus paramétriques
optiques ou quelques fois fluorescence ou phosphorescence paramétrique. Ils ont été observés
expérimentalement pour la premiere fois et de facons indépendantes par Harris et al [16] et
Magde et al [28]. Il est important de signaler que les seuls processus paramétriques optiques
qui peuvent se développer dans un milieu homogene et infini, doivent vérifier une relation
particuliere, dite relation de “phase-matching”. Cette relation traduit le fait que la quasi-
impulsion des photons doit étre conservée au cours de l'interaction. Ces processus sont donc
analogues aux processus normaux pour les phonons et ils vont nous permettre de réétablir les
équations hydrodynamiques du “second son” pour un gaz de photons. Dans une théorie du
“second son”, seuls les processus normaux sont nécessaires mais 1’analogie entre les processus
d’interaction pour les photons et les phonons peut étre rendue plus complete si on considere
des cristaux photoniques. En effet, dans le cas des cristaux photoniques, lorsque le milieu

diélectrique non linéaire est réparti sur les noeuds d’un réseau cristallin, le systeme n’est
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invariant que pour les translations effectuées selon un des vecteurs du réseau périodique. La
relation de “phase matching” n’est alors vérifiée qu’a un vecteur du réseau réciproque pres.
Dans cette situation, les processus paramétriques sont analogues aux processus normaux et

aux processus umklapp pour les phonons dans un solide cristallin.

Dans une premiere partie de ce travail, nous rappelerons les principales propriétés des pro-
cessus paramétriques optiques. En particulier, pour avoir des processus microscopiques qui per-
mettent d’avoir une redistribution des quasi-impulsions des photons dans toutes les directions
de l'espace, nous considérerons le cas des matériaux non linéaires centrosymétriques (matériaux
pour lesquels la susceptibilité non linéaire de deuxieme ordre y(? est nulle). Nous donnerons
également la probabilité quantique de transition des processus paramétriques. Cette proba-
bilité de transition est la grandeur caractéristique qui nous permettra d’évaluer les échelles
spatiales et temporelles associées a ces interactions microscopiques dans un gaz de photons.
Dans une deuxieme partie, nous considérerons un gaz de photons dans un régime fortement
non linéaire ou les interactions microscopiques entre particules sont tres fréquentes et nous
établirons les équations hydrodynamiques de transport. Nous montrerons notament que les
équations de transport ont la méme structure que les équation de Navier Stokes pour un
fluide compressible ordinaire, avec des termes visqueux dissipatifs et un terme non linéaire
d’“entrainement”. En linéarisant ces équations, nous retrouverons bien sur les équations du
second son. Dans cette partie, par soucis de simplification, nous ne considérerons que le cas de
milieux diélectriques isotropes et non dispersifs.

Dans une derniere partie, nous étudierons I’écoulement de type Poiseuille ou un gaz de quasi-
particules se déplace dans un capillaire de rayon R. Nous essaierons notament de voir I'influence
des interactions entre les quasi-particules et les parois du capillaire sur le transport d’énergie.
Dans le cas particulier de cet écoulement, nous nous intéresserons également au cas des milieux

fortement anisotropes et quasi-mono-dimensionnels tels que ceux de la référence [35].
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Chapitre 1

Les processus paramétriques optiques.

Dans une premiere partie de ce chapitre, nous allons donner une présentation générale
des processus paramétriques optiques et de leurs principales propriétés. Nous insisterons plus
particulierement sur la condition de “phase matching” et les restrictions qu’elle impose sur
I’existence de ces processus. Dans un second temps, nous donnerons une description théorique
de ces interactions afin d’obtenir la loi de probabilité de transition qui leur est associée. Pour

une revue détaillée de ces processus, nous conseillons I'excellent article de Tang [37].

1.1 Description des processus paramétriques.

1.1.1 Interaction de la lumiere avec un milieu diélectrique.

Les équations de base de I’électromagnétisme des milieux matériels sont les équations ma-

croscopiques de Maxwell:

(1.1)

—

o £} , B , D, H sont respectivement les valeurs moyennes macroscopiques des champs électrique,
magnétique, de déplacement et d’induction et p et J'sont les densités moyennes de charges libres
et de courant dans le milieu matériel. Ce systeme d’équations est fermé grace aux relations
constitutives qui relient les champs E, é, 5, H entre eux. Ces relations, associées aux équations
(1.1), permettent de décrire I'influence du milieu matériel sur la propagation de la lumiere.
Dans le cas de milieux diélectriques, non magnétiques et en absence de charge libre, ces relations

constitutives peuvent s’écrire:

(1.2)
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ou ﬁ(ﬁ) est le vecteur polarisation diélectrique du milieu. Pour des milieux homogenes et pour

de faibles intensités lumineuses, la relation entre PetE peut étre supposée linéaire:
P(r,t) = eox. E(T, 1) (1.3)

ou Y est le tenseur susceptibilité diélectrique du milieu. Dans le cas d’un milieu isotrope, le
tenseur y se ramene simplement a une constante multiplicative et le champ électrique est alors
solution de I’équation de propagation:

Lo OE

VQE(Tjt) — 60MOXW(T7t) = 0. (14)
Les solutions de cette équation peuvent étre décomposées sous la forme d’ondes planes se
propageant a la vitesse vy = ¢/ /X. A cet ordre d’approximation, il n’y a aucune interaction
entre deux ondes planes. De maniere tout a fait analogue a la description des processus a

trois phonons dans un cristal anharmonique, les processus d’interaction entre ondes planes ne

pourront étre décrit qu’en tenant compte des termes non linéaires de la relation constitutive.

1.1.2 La polarisation non linéaire.

La susceptibilité diélectrique y est caractéristique du milieu matériel et dépend en particu-
lier de ses propriétés microscopiques. Une modification du milieu (déplacement des atomes par
une onde acoustique ou déformation des nuages électroniques par une onde électromagnétique
par exemples) peut alors se traduire par une modulation spatiale ou temporelle de x. Ainsi,
lorsque 1’on éclaire le milieu sous de fortes puissances lumineuses, I’approximation qui consiste
a supposer x constante n’est plus justifiée et on doit développer la susceptibilité diélectrique

en puissances croissantes de F:
X(7t) = x1 + X2 E(Fyt) + xa E(F ) E(7, 1) + . .. (1.5)

Y1 est le tenseur susceptibilité diélectrique linéaire, x; et x3 sont les tenseurs susceptibilités non
linéaires de deuxieme et de troisieme ordre®. Le vecteur polarisation peut alors se décomposer

sous la forme d’une partie linéaire et d’une partie non linéaire:

—

P(r,t) = ﬁL(F,t) + ﬁNL(Fat)v (1.6)
avec
(1.7)
Pyin(7,t) = x2 E(F ) E(Fot) + s E (7, O E(F O E(7 1) + ...

On retient les deux premiers termes du développement car dans le cas des cristaux centrosy-

métriques, qui admettent un centre d’inversion, le terme x5 est nul. En effet pour ces cristaux,

1. x1, x2 et x3 sont respectivement des tenseurs d’ordre 2, 3 et 4.
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le vecteur P doit se changer en -p lorsque 'on change E en —F et le terme quadratique
X2FE(7,t)E(r,t) ne peut subsister.

1.1.3 Description des processus paramétriques optiques.

Considérons un milieu non-centrosymétrique. Le terme principal du développement (1.7)
est donc le terme quadratique en XQE(F,t)E(F,t) et lorque l'on éclaire ce milieu par deux
ondes de fréquences w; et w, et de vecteurs d’ondes El et EQ, le vecteur de polarisation non
linéaire créé Pyp, possede une composante modulée temporellement a la fréquence w; 4+ wq et

spatialement par le vecteur d’onde k1 + ky. Dans chaque volume élémentaire d7 du milieu, un

(a) (b)

FiG. 1.1 - Représentation schématique des processus paramélriques opliques. (a) Processus
direct ou deux ondes de fréquence wy et wy et de vecteurs d’onde ki et ky se combinent en une
seule de fréquence ws et de vecteur d’onde ks. (b) Processus paramétrique inverse. Dans un

milieu infini, ces processus sont caractérisés par les deux lois de ocnservation: ws = wy + wq et
— —

];"3:}51+k2.

dipole élémentaire dﬁNL = ﬁNL dr rayonnera donc une onde lumineuse de fréquence ws =
w1 + wy. Mais, dans un milieu infini, seule I’onde qui a pour vecteur d’onde ks = k1 + Ky pourra
se développer par interférences constructives entre ces sources élémentaires. Cette relation
entre les vecteurs d’onde est appelée condition de “phase matching”. Ce processus au cours
duquel deux ondes électromagnétiques interagissent pour en former une troisieme, ainsi que
le processus inverse ou une onde se fragmente spontanément en deux, sont appelés processus
paramétriques optiques. Nous en donnerons une description théorique plus précise dans le
deuxieme paragraphe. En termes de photons, ces processus s’interpretent comme des processus
d’interaction a trois photons et les deux lois de conservation ws = w; + wy et E:g = ];1 + ];2
traduisent la conservation de ’énergie et de la quasi-impulsion. Pour finir signalons que les
processus paramétriques optiques sont souvent présentés en parallele avec les processus Raman
et Brillouin. En effet, ces deux derniers processus sont également des processus d’interaction
a trois quasi-particules au cours desquels un photon intergit avec un phonon (acoustique dans

le cas des processus Brillouin et optique dans le cas des processus Raman) pour former un
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nouveau photon. Au cours de ces processus, I’énergie totale et I'impulsion totale des quasi-
particules sont bien sur conservées mais ce sont des processus inélastiques pour la lumiere

puisque 1’énergie lumineuse totale n’est pas conservée au cours de l'interaction.

1.1.4 La condition de “phase matching”.

En plus des deux lois de conservation qui limitent les processus paramétriques pouvant se

développer dans le milieu non linéaire:

w1 + w2 = ws

(1.8)

nous devons tenir compte de la relation de dispersion du milieu w(lg) Par exemple, dans le
cas d’un milieu non dispersif d’indice de réfraction n, on a w([g) = ke/n et il est facile de
montrer que les seuls processus possibles sont colinéaires de méme sens, c’est a dire que les
vecteurs d’onde El, EQ, Eg doivent étre dirigés suivant une méme direction et un méme sens.
Dans cette situation, les processus paramétriques ne permettront pas une redistribution spa-
tiale des vecteurs d’onde lumineux. De plus, si on considere le cas plus réaliste d’un milieu
dispersif avec une relation de dispersion normale dn/dw > 0, la condition w3 = wy 4+ w; impose
la relation |Eg| > |E1 + f;2| La relation de conservation de I'impulsion ne pourra donc jamais
étre vérifiée dans un tel milieu et aucun processus ne pourra se développer. On peut surmonter
cette difficulté de deux facons différentes.

La premiere solution est de considérer des milieux anisotropes uniaxes négatifs avec une bi-
réfringence suffisante. On peut alors diminuer |E3| a condition que cette onde soit polarisée
extraordinairement. Pour les deux autres ondes, 'une des deux au moins doit étre polari-
sée ordinairement et il existe deux situations ou la condition de “phase matching” peut étre
vérifiée:

(1.9)

C’est en particulier, la solution utilisée dans les oscillateurs paramétriques optiques ou par une
s1mple rotation de ’axe du cristal anisotrope par rapport a la direction d’un faisceau pompe
k‘g, on peut modifier les fréquences et les directions des deux signaux émis kl et k‘g On peut
ainsi obtenir des sources de lumiere accordables sur une large bande de fréquence.

La seconde solution est de considérer des milieux centrosymétriques et de s’intéresser aux

processus non dégénérés a quatre photons [2]. En effet, on peut montrer que méme dans le cas
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FiG. 1.2 - Les processus paramétriques a quatre photons. Deux ondes incidentes interagissent

pour former deur autres ondes avec de nouvelles fréquences et de nouveauzr vecteurs d’ondes.

d’un milieu non dispersif w(E) = kc/n, les deux relations de conservation:

w1 twy = w3+ wy

(1.10)
E1 + E2 = E:a + 7;1

ne conduisent pas uniquement a des processus colinéaires de méme sens. En effet, tous les
— —
couples de vecteurs d’onde {k;, ky} construits sur I’ellipsoide représenté figure 1.3 vérifient les

conditions de “phase matching” [23]. On peut remarquer que dans le cas ou les deux vecteurs

Fic. 1.3 - Construction géométriqgue qui permet de déterminer les processus paramétriques

a quatre photons dans le cas d’un milieu non linéaire centrosymétrique, non dispersif. Les
— — — —

foyers de Uellipsoide Fy et Fy sont tels que FiFy= ktotal = ki1 + ky. Le demi grand axe vaut

a=2nfcwy = 2n/c(w +w).

d’onde incidents ont la méme direction et le méme sens, 'ellipsoide est dégénéré au segment
F1 F; et dans ce cas particulier tous les processus paramétriques seront de nouveau colinéaires

et de méme sens.
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1.2 Théorie des processus paramétriques stimulés et des

processus paramétriques spontanés.

Dans cette partie théorique, nous allons établir ’expression de la probabilité de transition
associée a un processus paramétrique optique spontané. Cette probabilité de transition nous
permettra notament d’évaluer dans le chapitre suivant les échelles microscopiques d’interac-
tion dans un gaz hors équilibre et en particulier le libre parcours moyen des photons. Mais
pour commencer, il nous a semblé intéressant de rappeler rapidement les principales étapes
de la description classique des processus paramétriques stimulés méme si pour obtenir une
description correcte des processus paramétriques spontanés il est nécessaire d’utiliser la théo-
rie quantique des champs. L’existence des processus paramétriques optiques spontanés a été
montrée théoriquement par Louisell et al [27] et par Gordon et al [10] dans le cas d’un milieu
isotrope et non dispersif. Cette théorie a ensuite été reprise par de nombreux auteurs afin de

tenir compte de ’anisotropie et de la dispersion des matériaux optiques non linéaires [21], [9],

[8], [22], [23], [5], [41].

1.2.1 Théorie classique des processus paramétriques stimulés.

Dorénavant, par soucis de simplification, nous allons considérer les processus paramétriques
a quatre ondes dans les milieux centrosymétriques non dispersifs. De plus, nous ne nous in-
téresserons pas aux effets de polarisation et nous omettrons les indices des composantes du
tenseur ys et du vecteur champ électrique. le champ électrique est alors solution de ’équation

non linéaire de propagation:

82 ES

292 )
D8R = pocoxs —— (7. 1) (1.11)

=5 .
vV E(T’,t) — c_2 at2

Il est possible de chercher une solution de cette équation sous la forme d’ondes planes se

propageant dans la direction z:
E(rt) = Al(z)ei(‘”lt_klz) + Ag(z)ei(“’z’t_kﬂ) + Ag(z)ei(wf’t_kf’z) + A4(z)ei(‘”4t_k42) +ce. (1.12)

Dans cette expression, Ay et A représentent les amplitudes des ondes incidentes et Az et A4 les
amplitudes des ondes générées dans le milieu. On impose donc également les deux conditions
de conservation: wy + wy = w3 + wy et gl + EQ = Z’;:g + E4. Les non linéarités étant faibles, on
va supposer que les enveloppes A; varient lentement sur des échelles spatiales de I'ordre de
Ai (approximation des enveloppes lentement variables). Les enveloppes A; vérifient alors les
relations:

d*A; dA;

[z | < kil——1,

(1.13)
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et on peut obtenir leur équations d’évolution en identifiant les termes de 1’équation (1.11)

associés a chaque fréquence w;:

. dA
2lk‘1d—zl(2) = Ho€oX3 w% A3(Z)A4(Z)A§(2)

. dA .
21k2d—2(2) = Uo€oX3 W% AS(Z)A4(Z)A1(Z)'

dj (1.14)

2lk3d—23(2) - /1/060)(3 w§ AI(Z)AQ(Z)AZ(Z)

L, dA
2lk4d—24(2) = Ho€oX3 w; AI(Z)AQ(Z)AE(Z)

On remarque immédiatement que dans I’équation d’évolution de chaque A;, le second membre
est proportionnel au produit des trois autres enveloppes. En conséquence, si initialement les
deux enveloppes As et Ay sont nulles A3(0) = A4(0) = 0, elles le resteront. Ces équations
ne permettent donc pas de décrire les processus ou deux ondes A; et A, interagissent spon-
tanément pour former deux nouvelles ondes Az et A, et seule la théorie quantique pourra y
parvenir. Par contre, elles permettent de décrire les processus stimulés, ou en présence de Az
et Ay, les amplitudes des ondes A; et Ay diminuent au profit de As et A4 (voir [4]).

1.2.2 Théorie quantique des processus paramétriques spontanés.

La théorie quantique des processus paramétriques est basée sur la présence de termes
non linéaires dans 1’expression de I’Hamiltonien du systeme de maniere tout a fait analogue
a la description des processus d’interaction entre phonons pour les cristaux anharmoniques.
L’Hamiltonien H du champ électromagnétique dans un milieu diélectrique de volume V' est
égal a:

1=, o= 1
H= [ (=D(r,t).E(F,t) +
v 2 24
Dans un milieu non linéaire, cet Hamiltonien peut étre décomposé en une partie linéaire H,

B2(7, 1)) d°r. (1.15)

et une partie non linéaire H, respectivement égales a:

", = / (ieoxlEQ(f,tH ! B%F,t)) &Br.
‘/

2 2[4

le/ (ieoxgE‘*(F,t)) d3r.
v \4

En seconde quantification, on est amené a introduire les opérateurs quantiques de création

(1.16)

a% et d’annihilation a; d’'un photon de vecteur d’onde k [34]. On rappelle que ces opérateurs

vérifient les relations de commutation:

(1.17)
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L’Hamiltonien linéaire Hy s’écrit alors dans cette représentation:

Ho = %Zhw(%) (atag + azat). (1.18)
X

Dans cette formule, la somme est étendue a tous les vecteurs E compatibles avec les condi-

tions limites périodiques. Les vecteurs propres |n; > de cet opérateur représentent les états

composeés de Ny photons dans 1’état k. Le vecteur d’état du vide est noté |0>. On peut alors

facilement montrer que I’état incohérent constitué de NV, photons indépendants dans ’état ]gp

est représenté par le vecteur d’état:

N0 > . (1.19)

Ing, .- -ng

1 +
p...>:1];;[ﬁ(agp)

Dans ce schéma, I’Hamiltonien non linéaire H; est traité comme une perturbation dépendante
du temps qui sera a l'origine des termes d’interactions entre les états propres |n; >. En effet,

en reportant ’expression de 'opérateur de champ électrique:

; /% . .
E(F7 t) _ 1 Z _w {agezk.r—zwt . a:}—@—zk.r—l—lwt} (120)
v €oX1 z 2 k

dans ’expression de H,, nous allons voir apparaitre tous les produits contenant quatre opéra-

teurs de création ou d’annihilation. (Nous ne tiendrons pas compte des termes az az ar ar et
k1 "k ks kg

a% a%’ a%’ a%’ qui sont interdits par la loi de conseravtion de I’énergie ([25], §66)). Ces termes
1 2 3 4

décrivent les divers processus d’interaction a quatre photons. Ecrivons par exemple, le terme
qui correpond a la désintégration de deux photons ki, ky en deux photons ks et k4. Apres

intégration sur 7, on obtient:

I ¢ < X3 4 + 4+ —i(w1+WQ—W3—W4)t ¢
Hi(1,2 — 3,4) = 6(2)X%Vh WiWawsy af A ar az e 5E1+1€2—1}'3—E4,6 (1.21)

Nous retrouvons le terme 6 g traduisant la relation de “phase matching” que doivent

1+ka—ka—ka,
vérifier les quatres vecteurs d’onde dans un milieu homogene. A titre indicatif, il est intéressant
de noter que si on n’avait pas un milieu homogene mais un cristal photonique (pour lequel le
milieu diélectrique non linéaire serait réparti sur les noeuds d’un réseau cristallin périodique) la
condition de “phase matching” ne pourrait étre vérifiée qu’a un vecteur b du réseau réciproque
pres: ];1 + 1_6:2 = Eg + E4 + b . De maniére tout & fait analogue aux processus d’interaction
entre phonons dans un cristal, les processus paramétriques pourraient alors étre divisé en deux
catégories: les processus normaux qui vérifient exactement la condition de “phase matching”
(Z_; = 6) et les processus “umklapp” qui ne la vérifient pas (g # 6) L’analogie entre les processus
microscopiques d’interaction pour les phonons et pour les photons serait donc beaucoup plus
complete dans cette situation. Mais comme dans une théorie du “second-son” nous cherchons a
limiter les processus résistifs qui ne conservent pas I'impulsion, nous continuerons par la suite
a ne considérer que des milieux optiques homogenes.
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D’apres la théorie des perturbations, la probabilité de transition W(l_c)l,lgg — f;g,l;l) par

unité de temps est donnée par la formule:

2

N A B G ; . o
Wk, ky = ks, k) = Jim == E/0 < Op I HU(L,2 = 3,4)|®; 4501 > di (1.22)

ou, pour le processus considéré, les vecteurs d’états |® 1> et @, > sont égaux a:

initia

|(I)initial>:|"'n1€1"'n£2"'nE3"'nE4 >
(1.23)
|(I)initial >= |"‘(nﬁl_l)"‘(nEQ_l)“‘(nE3+1)“‘(nE4+1)"‘ >
On obtient alors facilement:
L. Lo V212
W(k‘l,k‘g — k37k4) = 657 Wiwalwsls 5(wl—l—w2—w3—w4)5,;1+,—52_~3_~476><
0/ 1
NyNa(Ns +1)(Ny + 1). (1.24)

On peut noter que cette probabilité de transition est proportionnelle au nombre initial de
photons dans les états 1 et 2 et au nombre final de photons dans les états 3 et 4. Les proces-
sus paramétriques seront donc d’autant plus fréquents que les populations de photons seront

grandes.

1.3 Résumeé.

En résumé, nous avons vu que dans un milieu non linéaire centrosymétrique, non disper-
sif, les processus paramétriques pouvaient étre considérés comme des processus d’interaction
entre photons entierement décrits par les deux lois de conservation de I’énergie et de la quasi-
impulsion et par leur probabilité de transition W. Ces dernieres propriétés n’étant pas remises
en cause dans des situations plus réalistes, lorsque I’on considere des matériaux optiques dis-
persifs ou les effets de polarisation, il semble donc possible d’élaborer une théorie du “second
son” pour la lumiere. Dans cette théorie, les processus paramétriques joueront pour la lumiere

le role des processus normaux pour les phonons. Par la suite, nous les noterons processus N.
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Chapitre 2

Les équations macroscopiques de
transport.

Dans ce chapitre, nous allons utiliser la théorie cinétique des gaz de Boltzmann afin d’établir
les équations macroscopiques de transport pour 1’énergie et pour I'impulsion, dans un gaz de
quasi-particules soumis a des interactions microscopiques de type N. Pour résoudre proprement
et facilement ’équation de Boltzmann dans cette situation, Guyer et Krumhansl ont introduit
une méthode matricielle tres astucieuse [14], [15]. Cette méthode leur a notament permit d’avoir
une dérivation microscopique des équations du second son, mais ces équations “sonores” ne
sont en fait que la version linéarisée d’équations macroscopiques de transport plus completes.
La méthode matricielle n’est bien sur pas tres adaptée au dela des termes linéaires, et nous
allons utiliser dans ce chapitre une méthode simplifiée pour résoudre I’équation de Boltzmann.
Nous verrons que les équations hydrodynamiques que nous allons obtenir pour les photons sont

tres similaires aux équations de Navier Stokes pour un fluide ordinaire.

2.1 Equation de Boltzmann.

Dans ce travail, les photons seront considérés comme des particules classiques d’énergie hw
—
et d’impulsion kk. Le plus simple pour ceci est de construire les paquets d’onde associés a
b

—

chaque mode quantique k. La vitesse des photons sera donc la vitesse de groupe v,(k) de ces
paquets d’onde ‘l_))g([_ﬁ)) = 6,;@([;) Si on considere un corps noir non linéaire, c’est a dire un corps
noir dont la cavité est remplie par un milieu diélectrique non linéaire, les photons présents a
I'intérieur de la cavité, pourront subir deux types d’interaction. D’une part les processus N que
nous avons décrit au chapitre précédent et d’autre part, les photons pourront étre diffusés par
les parois de la cavité ou par des impuretés présentes dans le milieu. Ces processus de diffusion
seront supposés élastiques et 1’énergie des photons sera donc conservée lors de ces collisions.
Par contre, I'impulsion lumineuse ne sera pas conservée lors des évenements de diffusion et
ces processus seront a l'origine de la relaxation de I'impulsion du fluide. Nous les noterons

processus R.
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Dans ce corps noir, le gaz de photons est décrit par sa fonction de distribution f(F, ]g,t)
qui est égale a la densité de photons d’impulsion 2k au point 7 et a l'instant ¢. L’évolution de

cette fonction est donnée par I’équation de théorie cinétique des gaz de Boltzmann:

a 5 — — N I )
{5+ 0055} 7650 =21 o) (2.
L’opérateur du membre de gauche £ = % + '179(1;).6; est 'opérateur de Liouville qui décrit
I’évolution libre des photons se déplagant a la vitesse v, (k).

Z[f(7, k,1)] est 'opérateur de collisions qui représente 1’évolution de la fonction de distribution
au cours du temps due a la présence des collisions. Si on suppose que les processus N et les

processus R sont indépendants, on peut écrire:
IIf(7 k. 1) = N7 b )] + RIF(F . 1) (2.2)

ot N et R sont respectivement les opérateurs de collisions associés aux processus N et R. En
faisant le “bilan détaillé” du nombre de photons créés dans 1’état k et du nombre de photons
qui disparaissent de cet état suite a une collision, on obtient I’expression de l'opérateur N en

fonction de la loi de probabilité de transition des processus N:

- 1 — — - = - — - — o <
NI RO == 3 W R — R Ry) = W, = ELE,) ) (2.3)
];171227]33
1
2 — —
lorsque 'on échange k; et ko. Dans ’expression précédente, nous n’avons tenu compte que des

Le facteur - est un facteur combinatoire pour ne pas compter deux fois une méme collision

processus ou deux particules interagissent pour en former deux autres. On pourrait inclure

le terme ou trois particules “fusionnent ” en une seule et le terme réciproque sans difficulté
. A 7 ] . . .

majeure. De méme, en notant o(k — k') la section efficace de diffusion d’un photon par une

impureté, on obtient pour 'opérateur R:

RU(FE ] =Y {a(E’ S BfFE ) — ok — B)f(F E,t)} . (2.4)

e

k

Ces deux opérateurs intégrals rendent la résolution de 1’équation de Boltzmann tres difficile.
Selon la méthode générale, nous allons donc tout d’abord déterminer la fonction de distribution
du gaz a I’équilibre thermodynamique puis nous reviendrons a la résolution de cette équation

pour des systemes proches de cet état d’équilibre.

2.2 La distribution de Planck modifiée.

Les processus microscopiques N modifiant la répartition des photons dans 'espace des lg,
nous allons commencer par chercher la fonction de distribution du gaz f© (k) & Iéquilibre

thermodynamique. L’équilibre macroscopique est atteint lorsque le systeme microscopique est
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dans un état stationnaire (et homogene) et donc en particulier lorsque chaque processus mi-
croscopique est aussi fréquent que son processus inverse. L’intégrale des collisions est alors
nulle et le systeme n’évolue plus. En écrivant 1’égalité des deux probabilités de transition:
W(El,lgg — Eg,la) = W(E3,E4 — El,gg), nous obtenons une équation fonctionnelle pour
SO k):

R+ G+ ) =+ 0 B+ 1) B 17 (2.5)

—

Dans la formule précédente, nous avons utilisé la notation condensée fi(o) pour f(o)(ki). En
prenant le logarithme de la relation précédente, on montre que In[( f©+1)/f©)] est un invariant

collisionel:
A+ A2 +1 A2 +1 AV +1
7” 1z 75 i

Or, nous avons supposé que les collisions N étaient entierement décrites par les lois de conser-

In +In =In +In (2.6)

vation de I’énergie et de I'impulsion. Donc In[(f(®) 4 1)/f®)] ne peut étre qu'une combinaison

de w(E) et de k et nous pouvons écrire:

| FO 41
O

ou 3 et v sont les deux coefficients de Lagrange qui permettent d’assurer la conservation de

} = Bhw(k) — B7.hk (2.7)

I’énergie totale et de 'impulsion totale du systeme. La fonction de distribution d’équilibre du

gaz est donc:

1
eBUiw(k)-T.hE) _ 1

FO(E) = (2.8)

Il s’agit de la fonction de distribution de Planck pour le corps noir avec un terme supplé-
mentaire égal a #.hk . Ce terme provient directement de la contrainte associée a la loi de
conservation de I'impulsion et il disparait dans le cas habituel ou cette contrainte est levée.
L’interprétation physique du parametre de Lagrange U est donnée par la formule (voir [18]

§18.6 pour la démonstration):

—

> Vw(k) fO(F)
SN rOmk)

U est donc la vitesse de groupe moyenne des photons. Elle est appelée vitesse de dérive du gaz.

(2.9)

Cette dérive peut étre reliée a ’anisotropie introduite par le terme .hk dans la répartition
d’équilibre des particules. Sur la figure 2.1, nous avons représenté quelques surfaces d’équipo-
pulation pour différentes valeurs de ¢ dans un milieu non dispersif w(E) = ck. Les surfaces
d’équipopulation n’étant plus des spheres, I'impulsion totale et la vitesse de groupe moyenne
des photons sont non nulles.

Le second parametre de Lagrange 3 permet de définir la température du systeme selon la

relation habituelle:

B=-—. (2.10)



28 CHAPITRE 2. LES EQUATIONS MACROSCOPIQUES DE TRANSPORT.

k,*
5

7

FiG. 2.1 - Quelques contours d’équipopulation de la fonction d’équilibre f(o)(E) dans le plan
(kz, k) pour différentes valeurs du parameétre U. (a) |vg] =0 (b) |v1] = 0.5¢  (¢) |U2| = 0.82¢.

Pour déterminer completement 1’état d’équilibre du systeme, nous devons encore obtenir les
deux équations d’état qui relient la température T' et la vitesse de groupe moyenne v a I’énergie
interne totale I/ et I'impulsion interne totale U du systeme. Ces deux équations d’état sont
obtenues a 1’aide des deux contraintes qui expriment la conservation de ’énergie totale et de

I'impulsion totale du systeme:

E =" hw(k)fO (k).
d (2.11)

U= Z Rk fO (k).
i

.
Pour un milieu non dispersif et en étendant la somme sur les vecteurs k a une intégration sur

I’élément de volume V d®k/(27)° ou V est le volume du systeme, nous obtenons:

Vv 1+ 1(2)2
E=— (kBT)4 SUC )
3027i3c3 (1 - (2)2)3 (2.12)
- 27tV 1 v
= (kpT)t —
U 45 h3c3 (ksT) (1 —(¥)2)3 ¢2

Considérons maintenant ces deux équations d’état dans deux cas particuliers et tout d’abord

celui pour lequel I'impulsion interne du systeme est nulle U = 0. L’inversion de ces deux
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équations permet d’obtenir les expressions de T' et de v:

TV
E=— kgT)*.
soiee ) (2.13)
i=0.
Puisque I'impulsion interne du systeme est nulle U = 6, les photons sont répartis selon la

. . . . = . Id I4 .
distribution isotrope de Planck obtenue pour v = 0. La relation entre la température et I’énergie
interne du systeme est alors donnée par la loi de Stéphan.

Le second cas limite correspond au contraire au cas ou l’anisotropie est maximum. Ima-
—
ginons qu’a un instant donné, tous les photons se déplacent dans la méme direction d et par
Id A~ . — _ 7 97 . 9 . .
conséquent, avec la méme vitesse de groupe v, = cd. L’énergie et 'impulsion internes du

systeme sont alors reliées par la formule |(7| = E/c et les équations d’état donnent:

T =0.
(2.14)

5 —
¥ = cd.

La température de ce systeme est nulle. En effet d’apres ce que 1’on a vu au chapitre précédent,
dans cette situation tous les processus microscopiques sont colinéaires de méme sens et le gaz
de photons restera donc “ordonné”, dans le sens ou il n’y a pas de redistribution spatiale des
directions de propagation des particules. Dans cet exemple, nous avons en fait un ensemble de
photons qui transportent ’énergie £ dans la direction d & la vitesse c. Les processus N ne font
que modifier la répartition des photons, sans changer ce comportement collectif. Autrement
dit, seuls des processus microscopiques non colinéaires peuvent faire interagir des photons se
propageant dans des directions différentes et leur donner un comportement collectif. Cette pro-
priété de non colinéarité des interactions est donc fondamentale pour avoir un comportement

hydrodynamique non trivial du gaz de photons.

2.3 Le libre parcours moyen.

Avant de passer a I’étude du systeme hors équilibre, nous allons chercher a évaluer le libre
parcours moyen des photons entre deux collisions N. Si on note n le nombre moyen de particules
a I’équilibre et Z le nombre de collisions par unité de temps alors le libre parcours moyen Iy
est égal a:

Iy = e (2.15)
Nz

Il est facile d’obtenir n a partir de la fonction de distribution d’équilibre:

n=> fO). (2.16)
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Par soucis de simplification, nous allons évaluer n et [y dans le cas particulier d’un systeme
isotrope dont la fonction de distribution est la fonction de Planck. En remplacant la somme

sur k par une intégrale, on obtient:

178 e 1 1% ksT\?
= - Axkldk = : 2.1
" (27r)3/0 eBhiw(k) _ 1 g w2 (3 < he ) (2.17)

ou ((x) est la fonction zeta de Riemann.

Quant au nombre de collisions par unité de temps, il est directement relié a la probabilité de

transition des processus N par la formule:
Z = Z W(El, EQ — ];3, ]g4) (218)
Fy i ks g

En utilisant la formule (1.24) du chapitre précédent, on obtient pour un systeme a ’équilibre:

V4 2h2
A3 //// w1+w2—w3—w4)5(k1—|—k2 k3—k4)
(2m)" xieg
Wizl fl f2 (f3 + 1)(f4 ) d3k1d3k2d3k3d3k4. (219)

En utilisant les changements de variables 1; = Bhc k; (|7i] = Bh w;), on obtient la formule:

V4
Z:4W\(160 //// yl+y2_y3_y4)5(y1+y2_y3_y4)

y12y3yafC ( )f( )(y2)(f( (ys) + 1)(f( )(y4) + 1) EPyid’yad’ysd’ys, (2.20)

que 'on peut réécrire, en ne gardant explicitement que la dépendance en température:
7 = ZyT". (2.21)

Cette augmentation du nombre de collisions par unité de temps avec la température est directe-
ment reliée a I'augmentation du nombre moyen de photons. On obtient ainsi un libre parcours
moyen [y qui varie comme T'~?. Cette analyse dimensionnelle a été introduite par Herring dans
le cas d’une relation de dispersion quelconque et pour des interactions a trois quasi-particules?!
[17]. La fréquence des processus N augmente donc avec la force des non linéarités d’une part

et avec la température du systeme d’autre part.

2.4 Les équations de “Navier Stokes”

2.4.1 Les équations de continuité.

Nous allons maintenant revenir a I’étude d’un systeme hors équilibre, décrit par la fonction

de distribution f(7, ]g, t). Pour obtenir les équations macroscopiques de transport pour I’énergie

1. Dans le cas des processus d’interaction a trois particules dans un milieu non dispersif, elle permet de
montrer que le libre parcours moyen varie comme 774,
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et 'impulsion, on doit multiplier ’équation de Boltzmann (2.1) par hw ou hk et sommer sur

toutes les valeurs de k. En introduisant les quantités:

e(F ) = Z hw(E) f(7 k1)
) =Y hew(k)s, (k) f(7, k, 1)
k (2.22)
Q(F,t) = Y hkf(7,k,t)
T (7 ) =Y hk® T, (k) (7 k1)

ou ¢, J, U et m représentent respectivement la densité d’énergie, la densité de flux d’énergie, la

2

densité d’impulsion et la densité de flux d’impulsion par unité de volume*, on peut écrire les

équations macroscopiques de transport sous la forme:

de =

o T V= Zth[f]
k (2.23)

a—+6 T= thl[f

Nous devons alors tenir compte des lois de conservation de 1’énergie pour les processus N et R

et de 'impulsion pour les processus N qui s’expriment par les relations:

Y hoN[fl=0; Y hwR[fl=0; Y hkN[f]=36. (2.24)

Par contre les processus R ne conservant pas I'impulsion, nous allons voir apparaitre un terme
de relaxation pour la densité @. En effet, par analogie avec le gaz de Lorentz ([25], § 54), on

peut définir un temps caractéristique de relaxation 7r tel que l'on ait:
- u
Y RER[f] = ——. (2.25)
> TR
E

Dans le cas de diffuseurs ponctuels et isotropes, ce temps 7 est égal a 1/ncor ou n est la
densité en diffuseurs et oy la section efficace totale de diffusion par une impureté. Nous avons

donc deux équations macroscopiques de continuité:

a —

i vr=0,

ot (2.26)
Oi e g 1

8t T TR’

2. 7 est un tenseur d’ordre 2 dont la composante m;; = ) = hk;vg, f(7, k,t) représente le flux dans la direc-
tion j de la composante k; de I'impulsion



32 CHAPITRE 2. LES EQUATIONS MACROSCOPIQUES DE TRANSPORT.

mais afin d’obtenir un systeme fermé, il nous faut encore exprimer les deux densités de courant
R : o . - ; e :

7 et m en fonction des densités ¢ et u. Dans le cas d’'un milieu non dispersif, il est facile de
montrer que la relation 7= c%u est vérifiée quelque soit la forme de la fonction de distribution
f(7,k,t). Par contre, il n’existe pas de relation aussi simple pour le tenseur T et nous allons
devoir résoudre 1’équation de Boltzmann et déterminer la fonction de distribution f(7,k,1)

pour pouvoir ensuite obtenir I’expression de 7 a laide des formules (2.22).

2.4.2 Le fluide parfait.
L’équilibre thermodynamique local.

Dans un premier temps nous allons considérer le cas d’un fluide parfait qui relaxe instan-

tanément vers la fonction de distribution d’équilibre locale:

— d 1
— k t — (0) d k t — - = . 2.27
f(ra ) ) f (rv ’ ) eB(7) (hw(k)—T(7t).Bk) _ 1 ( )

Dans cette approximation, les processus N sont supposés tres fréquents et donc en tout point de
I’espace et a tout instant, le systeme peut étre décrit par la fonction de distribution d’équilibre
f© avec des parametres 3(7,t) et ¥(F,t) qui varient sur des échelles spatiales et temporelles

grandes devant les échelles microscopiques associées aux processus N.

La pression de radiation.

En reportant cette fonction de distribution dans ’expression microscopique (2.22) de 7, on
s &
montre que 'on peut réécrire le tenseur ™ sous la forme:
U®u

’
u2

Ad
T=p I +(c—3p) (2.28)

—
ou [ est le tenseur identité et ou la pression de radiation p, la partie isotrope du tenseur de

1 u? €
p= —4/4e2 —3— — =, 2.29
P=3y ¢ 3 ( )

Dans la figure 2.2, nous avons représenté p/e en fonction de |i]/ce. Dans le cas d’une fonction

flux d’impulsion 7, est ézale a:
p )

. . . . =g = . . . . ’
de distribution isotrope, avec ¥ = 0 et donc @ = 0, la pression de radiation est bien sur égale
a la pression de radiation du corps noir ¢/3. Dans le second cas limite ou I'anisotropie est
maximale |i| = ce, tous les photons se déplacent dans la méme direction et la pression de

radiation, qui représente le flux isotrope d’impulsion, est nulle.

Les équations du “second son”.

Nous avons bien obtenu un systeme macroscopique d’équations fermées mais la présence

de la racine carrée dans l’expression de la pression de radiation rend le systeme difficile a
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»
0.2 0.4 0.6 0.8 Y ldl/ce

FiG. 2.2 - La pression de radiation p en fonction de la densité d’impulsion @ pour un gaz de

photons en régime fortement non linéaire.

résoudre. Nous allons donc considérer pour commencer un systeme proche de ’état d’équilibre
thermodynamique “global” du corps noir, état d’équilibre défini par une température uniforme
Ty et par 'absence de vitesse de dérive du gaz v = 0. Pour un systeme proche de cet état, on

pose:
(2.30)

et a lordre le plus bas en 03(r,t)/Bo et en 6U(7,t)/c, on obtient p = ¢/3. Les équations

macroscopiques de transport se réduisent alors a:

4 V.T=0

gﬂ 2 ) (2.31)
j e j

4 SVe= -1

8t+ 3 ‘ TR

Ces équations hydrodynamiques de transport sont connues sous le nom d’équations du second
son. En effet, en les combinant, on montre que la densité d’énergie est solution d’une équation

de propagation avec un terme d’atténuation:

0% 1 de o

—+ ——— =Vi=0. 2.32

ot? + ROt 3 ‘ ( )
La vitesse de propagation des ondes est la vitesse du second son:

C
ciyp = —.
=

Le facteur 1/4/3 est directement 1ié & la distribution statistique des photons dans 'espace des k.

(2.33)

Bien qu’a cet ordre d’approximation, la distribution des photons soit isotrope, c’est la moyenne
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es carrés des vitesses des particules qui permet de déterminer la vitesse de propagation de
d d t d ticul t de dét | t d t d
l’'onde “sonore”.

Les “équations d’Euler”.

Dans ce paragraphe, nous allons aller au-dela de ’approximation linéaire. A Tordre suivant

du développement, la pression de radiation est donnée par la formule:

1
— 2.34
4eq 2 ( )
ou ¢ est la densité moyenne d’énergie dans le systeme. Sur la figure 2.3, nous avons représenté la
forme exacte de la pression de radiation et la fonction correspondant a cette formule approchée.

Cette figure montre que le développement (2.34) permet de décrire des systemes relativement

li|/ce

F1G. 2.3 - La pression de radiation p en fonction de la densité d’impulsion U (en traits pleins)

et son développement limité au second ordre en |u|/ce (en trails pointillés).

éloignés de ’état d’équilibre total. En reportant ce développement dans ’expression de ?, on

obtient les équations de transport suivantes:

Z 4 V.y=0.

? 2 (2.35)
J, = 3= . J

SCANTE v IR v e

at+3 Pt €0 JeJ R

L’équation de conservation de I'impulsion pour le fluide parfait a donc la méme structure que
—
I’équation d’Euler pour un fluide ordinaire avec un terme de pression Vp et un terme non
-
linéaire d’“entrainement” V.j'® 7.
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2.4.3 Le fluide visqueux.

En théorie cinétique des gaz, les termes de viscosité apparaissent lorsque 1’on suppose que
le fluide relaxe en un temps 7y non nul vers la distribution d’équilibre f(© et que I’on tient
compte de I’écart de la fonction de distribution f par rapport a f(©) [18]. Pour tenir compte
de ce retard dans 1’établissement de 1’équilibre, nous allons utiliser 'opérateur simplifié a un

temps de relaxation:
f - £
N[f]=———. (2.36)
™N

Nous allons rester bien sur dans le régime ou les processus N sont les processus microscopiques

les plus fréquents et on aura donc N >> L, R et on va chercher une solution itérative de

I’équation de Boltzmann sous la forme f = fo + f1 + ... avec:
L £
= 2.37
6N (2.37)

A Tordre 0 en L/N, I'équation de Boltzmann donne simplement N[f,] = o dont la solution
est fo = f©. Cest I'ordre d’approximation du fluide parfait. On obtient 'expression de f; au

premier ordre en 7y et en négligeant 'influence des processus R, nous avons:
A7 k1) = —7my L[fO(F E,1)]. (2.38)

En injectant cette relation dans l’expression microscopique (2.22) du tenseur T et en le dé-
T T TGP . . ,

composant en T=my+ 7 ou 7y est la composante du fluide parfait calculée dans le paragraphe

précédent et 7?1, sa composante visqueuse égale a = Z Rk, (k) f1(r, k, 1), nous obtenons a

I’ordre le plus bas en 63/8q et 67/c:

= AN =,
VmF—15vWﬂ—7gV% (2.39)

Nous n’avons plus qu’a introduire ces deux termes dans les équations macroscopiques de conti-

nuité pour obtenir finalement:

4 V.J=0.
c? 3 AT 1 7 (2.40)
F Yt Ve - (VY + V) =
5 3 TR

ay
ot

Mis a part le terme de relaxation —j/7g qui est di a la présence d’impuretés dans le systeme,
les équations de transport obtenues (2.40) sont analogues aux équations de Navier Stokes
pour un fluide classique compressible. Les deux termes supplémentaires ont en effet la meme
structure que les termes de premiere et de deuxieme viscosité pour un fluide compressible.
Le fluide photonique présentera donc tous les comportements des fluides ordinaires et dans le
chapitre suivant, nous nous intéresserons en particulier a 1’étude du transport d’énergie dans
un capillaire en parfaite analogie avec ’étude de 1’écoulement de Poiseuille. Dans la derniere
section de ce chapitre nous allons considérer la propagation d’une onde de choc dans le gaz de

photons.
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2.5 L’onde de choc.

On appelle onde de choc, un profil mono-dimensionnel tel que celui représenté figure 2.4

qui se propage sans déformation et a vitesse constante dans une direction donnée. Ce profil

£, J(

FiG. 2.4 - Le profil d’une onde de choc se propageant dans la direction ¥. U est la vitesse
de propagation de l'onde. €1, €, j1 €t jo, les valeurs limites de € et de j pour x = +oo, sont

supposées constantes.

correspond a la situation ou une densité d’énergie €; et une densité de courant j; supérieures
a €, et j3 sont soudainement envoyées sur le milieu. Comme on suppose que le profil n’est pas
déformé au cours de la propagation le long de I'axe &, on cherche une solution des équations

de transport (2.40) sous la forme:

€(r,t) = eg + de(x — vt)
(2.41)

77, 8) = o — vt) 2
ol € est la valeur moyenne de la densité d’énergie e(z,t). On pose £ = x — vt. En négligeant

le terme de relaxation du aux impuretés dans les équations (2.40), on obtient au second ordre

en 0¢/¢g et j/cep:

de(§) = —% @ tanh <%>
i) = U ;rb) -G ;jQ) tanh <%> (2.42)
= (e o)

- L= (2.43)
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Cette longueur L, qui est proportionnelle au coefficient de viscosité ¢*7y /15, est la longueur
caractéristique sur laquelle le profil de 'onde passe de €1, j; a €3, j2. Pour 75 = 0, on remarque
que la vitesse de 'onde de choc vaut:

o c V3 g .
0=z <1+ g céo). (2.44)

On retrouve ici le phénomene de déferlement des ondes: plus j; est grand (“Plus la vague est
grande”), plus 'onde se déplace rapidement. L’existence et la stabilité linéaire du profil 2.4
sont en fait dues a un équilibre entre le déferlement lié aux non linéarités et la dissipation liée

a la viscosité [38].
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Chapitre 3

L’écoulement de Poiseuille.

Parmi les nombreux phénomenes hydrodynamiques qui peuvent étre décrits a 1'aide des
équations de transport du chapitre précédent, nous allons maintenant considérer le cas de
I’écoulement d’un gaz de quasi-particules dans un cylindre de rayon R en régime stationnaire.
La description de cet écoulement de type Poiseuille pour des phonons a été donnée pour la
premiere fois par Sussmann et Thellung [36]; Guyer et Krumhansl ont ensuite obtenu une
expression pour la conductivité thermique du gaz en résolvant les équations de transport dans
une géométrie cylindrique [15]. Dans leur travail, ils ont notamment considéré que le milieu
non linéaire a 'intérieur du cylindre était isotrope et non dispersif. De plus ils ont supposé
que le gaz ne peut pas “glisser” le long des parois du cylindre et donc que la densité de
courant d’énergie est nulle sur la surface du cylindre. Cette étude a ensuite été utilisée pour
interpréter les mesures de conductivité thermique faites par Smontarra et al [35]. Mais ces
mesures présentent un pic beaucoup plus accentué que ce que la théorie ne laisse prévoir. Les
auteurs supposent que ce comportement exceptionnel provient de la forte anisotropie de leur
matériau. Dans ce chapitre, nous allons d’une part étudier I'influence des parois du cylindre
sur I’écoulement de Poiseuille en utilisant les conditions aux limites dites glissantes et d’autre
part étudier le cas d’un milieu quasi-mono-dimensionnel dont la relation de dispersion est tres

anisotrope.

3.1 Influence des conditions limites sur 1’écoulement de

Poiseuille.

3.1.1 L’équation de Poiseuille.

Nous allons considérer un gaz de quasi-particules évoluant dans un cylindre de rayon R
et de longueur L (voir figure 3.1). Dans cette partie, le milieu qui compose le cylindre sera

supposé isotrope et non dispersif. D’apres le chapitre précédent, en régime stationnaire, les
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équations linéaires de transport sont:
(3.1)

2

N ’ 2 . . . , .
ou nous avons posé¢ [ = %c Tr et A = 4/ T 7n7R. Si on impose un gradient d’énergie le long du

cylindre alors en régime stationnaire, un courant d’énergie va se développer selon les formules

(3.1). Compte tenu de la symétrie cylindrique du systéeme, on va chercher une solution du

< )

FiGg. 3.1 - Le capillaire de rayon R et de longueur L. L’aze du cylindre est choist dans la

nj

direction Z.

probleme sous la forme € = €(z) et j’= j(r)u,. L’équation qui régit cet écoulement de Poiseuille
s’écrit donc: J

NV2(r) = j(r) = Do-(2). (3.2)
On remarque que le premier membre de cette équation ne dépend que de r alors que le second
membre ne dépend que de z. En conséquence, ils sont tous les deux égaux a la constante
DAe/L ou Ae = ¢(L) — €(0) est la différence d’énergie imposée entre les deux extrémités du

cylindre.

3.1.2 Les conditions limites glissantes.

Pour résoudre cette équation, il nous faut préciser les conditions limintes sur les parois
du cylindre. Dans leur article, Guyer et Krumhansl ont considéré les conditions aux limites
nulles j(R) = 0 [15]. Au niveau microscopique, cela revient a supposer d’une part qu’il n’y
a pas de flux d’énergie a travers les parois du cylindre (la densité de courant doit donc étre
tangentielle aux parois) et d’autre part que toutes les particules qui sont absorbées par les
atomes de la paroi sont réémises localement de facon isotrope selon la distribution de Planck,
a la température 7. Il y a donc autant de particules réémises vers la droite que vers la gauche
et lorsque I’équilibre entre les parois du cylindre et le fluide est atteint, il ne peut subsister

de courant d’énergie le long de la paroi. Dans ce travail, nous allons utiliser les conditions
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aux limites dites glissantes. Supposons qu’une particule qui entre en collision avec une paroi
du cylindre ait la probabilité 1 —a d’étre réfléchie élastiquement et la probabilité a d’étre
absorbée puis réémise ultérieurement dans une direction aléatoire. a est appelé coefficient
d’accomodation. En évaluant le transfert d’impulsion du fluide vers la paroi a 1’aide du modele
microscopique présenté ci dessus d’une part et macroscopiquement d’autre part a l'aide de la
force visqueuse qu’exerce le fluide sur le cylindre (voir [18]), on obtient les conditions limites

glissantes:
l—a Jj(R

o or

J(R) = —cry

Pour a =1, il n’y a pas de glissement possible du fluide sur les parois et on retrouve bien les

conditions aux limites nulles: j(R) = 0.

3.1.3 Le profil du courant d’énergie.

La résolution de I’équation de Poiseuille (3.2) a ’aide des conditions limites glissantes (3.3)

donne:
A I(%
j(r) = _DT6 1— (1) (3.4)
Io() + /2 52 L(T)

ou Iy et I sont les fonctions de Bessel modifiées d’ordre 0 et 1. Sur la figure 3.2, nous avons

représenté quelques profils de courant pour diverses valeurs de « et du rapport R/A. Pour

J(I‘/R)l /o 00 J(f/R)l/ Jo =0
0.8 0.8
0 o<l Ocact
0.4 0.4
0.2 o=1 0 a=1
0.2 0.4 0.6 0.8 1 1R 0.2 0.4 0.6 0.8 1 R
R/A=10 R/A=1

FiG. 3.2 - Le profil de la densité de courant d’énergie dans un capillaire de rayon R. r mesure
la distance a l'aze du cylindre. Toutes les courbes sont normalisées par la valeur jo = DAc¢/L.
On remarque que linfluence des parois du cylindre est particuliérement importante lorsque 'on
utilise les conditions aux limites nulles o = 1 et lorsque R est comparable ou petit devant la

longueur X.

interpréter ces courbes, il faut se souvenir que 1'on a un fluide visqueux en interaction avec
une paroi et c’est donc par I'intermédiaire de la viscosité que les parois modifient le profil de

I’écoulement a I’'intérieur du cylindre. Pour des fluides peu visqueux et lorsque le rayon du
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capillaire est suffisament grand (R/A > 1), I'influence des conditions limites est localisée au
voisinage des parois du cylindre (voir figure 3.2). Par contre, dans 'autre limite (R/A < 1), la

totalité du profil de courant est affecté par les conditions limites.

L’autre parametre qui modifie la forme des profils est le coefficient d’accomodation. Lorsque
« est nul, les parois ne participent pas a la relaxation de I'impulsion du systeme. On constate
alors que le profil de courant dans le cylindre est constant et vaut
Ae

jr) = -D=* (35)

ot D = 1/3¢* 7p est le coefficient de diffusivité thermique. Par contre lorsque a est non nul
et plus particulierement pour o = 1, les parois participent a la relaxation de I'impulsion des
particules et il en résulte une diminution des profils de densité de courant au voisinnage des

parois.

3.1.4 Le flux d’énergie.

Le flux d’énergie ® a travers une section transverse du cylindre est donné par la formule:

1 (R A 2) Li(%
¢ = 2 Jj(r) 2mrdr = —Dfé 1— " 15y (3.6)
mHE Jo Io(F) 4/ FE 50 (5)

Rappelons tout d’abord les résultats obtenus par Guyer et Krumhanskl dans le cas des condi-

tions aux limites nulles (o = 0). Le flux d’énergie, dans cette situation, est égal a:

Ae R _
¢ = _DT f(X)v (3.7)

ou la fonction f(z) =1— = est représentée sur la figure 3.3. Dans la limite B > A, on

Fi1G. 3.3 - Diagramme log-log de la fonction f(z) =1— %ﬁg;

retrouve: A
Ae

b=-D—. 3.8

. (3.8)



3.1. INFLUENCE DES CONDITIONS LIMITES SUR L’ECOULEMENT DE POISEUILLE.43

Dans ce régime ou le rayon du cylindre est grand devant A, 'influence des conditions limites
est négligeable et le transport d’énergie est limité par les diffusions sur les impuretés. Le temps
caractéristique qui intervient dans la conductivité thermique du systeme est donc le temps de

relaxation 7p associé aux processus R: D = 1/3¢%x.

Dans la limite R < A, par contre, I'influence des conditions limites n’est plus négligeable et
nous avons:
1,72 Ae

¢ =——c .
24 ™ L

(3.9)
Dans cette formule, nous avons introduit le temps de relaxation de Casimir: 7. C’est le temps
que met une particule pour aller d’une paroi a ’autre du cylindre: 7 = R/c. On voit donc
que le temps caractéristique entrant dans la diffusivité thermique est 72/7x. L’interprétation
physique en a été donnée par Guyer et Krumhansl [15]. A cause de la présence des processus
N, tout se passe en effet comme si les particules allaient d’une paroi a I’autre par une marche
aléatoire dont la longueur de pas serait c¢ry. Le temps que met une particule pour traverser
le cylindre vaut alors 72/7x et c’est ce temps qui est le temps caractéristique de relaxation
de T'impulsion dans le systeme. C’est celui que 'on retrouve dans la formule (3.9). 11 faut
noter que les équations hydrodynamiques de transport du chapitre précédent ne sont valables
que lorsque 7y est le temps microscopique le plus court du systeme. On a donc 7v < 7¢ et
1 /78 < 1. La présence des processus N rend la diffusivité thermique bien supérieure a celle

du régime de Casimir.

Pour a < 1, nous avons déja vu que l'influence des parois diminue jusqu’au cas limite a = 0.
Les parois n’ont alors plus d’influence sur le transport d’énergie et le flux vaut ¢ = —DAe/L

quelque soit le rayon R du capillaire. (voir figure 3.4).

D(R/N)/D,
1 o=0

0.5

a=0.1
0.1
0.05

0.01 a=0.5
0. 005

0.01 0.1 1 10 100
R/A

F1G. 3.4 - Le flux d’énergie a travers une section transverse du cylindre en fonction de R/\.

Toutes les courbes sont normalisées par la valeur ® = —DA¢/ L.
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3.1.5 La conductivité thermique en fonction de la température.

Dans ce paragraphe, nous allons plus particulierement considérer le transport de chaleur
fonction de la température moyenne Ty du cylindre. A basses températures, les dépendances

dans un cristal et déterminer la dépendance de la conductivité thermique y = —®/ en

des temps de relaxation 7y et 7g en fonction de la température Ty peuvent étre choisies de la

forme:
n(Tp) = AePo/To
(3.10)
r(To) = TO(eA/TO - 1)

ou A, 79, Ag et A sont des constantes caractéristiques du milieu [35]. Il nous faut également
préciser la valeur du temps de relaxation de Casimir 7¢. Les particules ayant une probabilité
a d’étre absorbées par les parois du cylindre, elles parcourent la distance R/« entre deux
absorptions successives sur les parois du cylindre. Le temps caractéristique de relaxation de
I'impulsion par les parois du cylindre est donc:

1 R

cC «

(3.11)

T =

Il nous faut alors distinguer trois régimes selon les valeurs relatives de 7, 7y et 7g.

Régime de Casimir: 7c < 7y, Tg.

Dans ce régime, la relaxation de 'impulsion du systeme est entierement due aux interactions

des quasi-particules avec les parois du cylindre. La conductivité thermique est égale a:

1
X = §c2 TC- (3.12)

Régime de Poiseuille: 7y < 7¢, 5.

C’est le régime décrit dans les paragraphes précédents. Nous avons donc:

X = %cQ Trf(R/N) (3.13)
avec: o) [1(5) |
f(RIA)=1-— . (3.14)
Bopo(8) 4\ [zl ()

Régime “résistif”: 7p < 7¢,7n.

Enfin, dans cette derniere situation, c’est le temps caractéristique de relaxation de I'impul-

sion par les processus R qui intervient dans I'expression de la conductivité thermique:

1
X =3¢ k. (3.15)
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Ces trois formules peuvent étre interpolés simplement par l’expression suivante:
1
X = gCQ MAX [MIN [r¢, 7], T fF(R/A)]. (3.16)

Nous avons représenté la conductivité thermique en fonction de Ty pour diverses valeurs de
a sur la figure 3.5. Pour a = 1, la courbe possede un pic tres marqué dont l'origine est liée
a l'existence de I’écoulement de Poiseuille. En effet, ce pic correspond a la situation, ou la
conductivité thermique vaut (voir formule (3.9)):

1,7

X =3¢

. 3.17
3 ™ ( )

Le temps caractéristique de relaxation de I'impulsion est alors 72/7y qui est beaucoup plus

10

5 a=05
a=02 /
a=1 /
0.5
0.1
0. 05
0.01
0.1 0.2 0.5 1 2 5

FiG. 3.5 - La conductivité thermique en fonction de la température moyenne Ty du cylindre.

Les 3 courbes correspondent respectivement a o« =1, a = 0.5 et o = 0.2.

grand que 7¢ puisque 'on est dans le régime de Poiseuille. Le seul effet visible, lorsque I'on
change la valeur du coefficient d’accomodation, est la modification du temps de Casimir. Par
contre, on ne constate pas de modification importante de la hauteur ou de la largeur du pic

de conductivité. Toute cette étude ne permet donc pas d’améliorer les fits de la référence [35].

3.2 L’écoulement de Poiseuille dans un milieu aniso-

trope.

3.2.1 Milieu faiblement anisotrope.

Dans cette derniere partie, nous allons étudier 'influence de 'anisotropie de la relation
de dispersion du matériau sur I’écoulement de Poiseuille. Dans un premier temps nous al-
lons considérer des matériaux faiblement anisotropes avec une relation de dispersion elliptique
wQ(E) = A (k2 + k;) + cﬁkg On se limitera a la situation ou la direction d’anisotropie z est
confondue avec la direction de I’axe du cylindre. En reprenant la dérivation des équations ma-

croscopiques de transport du chapitre 2 avec cette nouvelle relation de dispersion, on montre
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que I’équation de Poiseuille peut de nouveau s’écrire:

=, . Ae
)\QVQJ(T) —j(r) = DT, (3.18)

mais les expressions microscopiques des constantes A et D sont différentes de celles de la

situation précédente. En effet, D qui est la diffusivité thermique le long de ’axe z vaut:

1 .

D = gCﬁTR, (3.19)

et A, qui est la longueur sur laquelle I'influence des parois modifie I’écoulement des particules
devient:

TNTR

5

L’analyse de ’écoulement de Poiseuille de la section précédente peut donc étre reprise sans
autre modification.

3.2.2 Milieu fortement anisotrope.

Considérons maintenant la situation d’une plus forte anisotropie telle qu’on peut la trouver
dans un cristal quasi mono-dimensionnel. Dans cette situation, nous pouvons supposer une
) . ) - . 9 kpatk )
relation de dispersion de la forme wQ(k) = 02 SlH%%) + chf ou a est la largeur de

la premiere zone de Brillouin (voir figure 3.6). Pour des systemes quasi-mono-dimensionnels

C” |(ZA
>0
/\
0.4

FiG. 3.6 - Les contours des surfaces équiénergies dans le plan (ky,k,) pour la relation de
dispersion w*(k) = O? sin%%) + chf.

équivalents a ceux considérés dans la référence [35] par exemple, k, peut étre tres loin de
la premiere zone de Brillouin alors que dans les directions transverses, k, et k, sont proches

de la frontiere de la premiere zone de Brillouin. Dans la limite de tres forte anisotropie ou
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a’)? « cﬁ, I’équation macroscopique de transport décrivant 1’écoulement de Poiseuille est
toujours (cf annexe A):

= . Ae
NVEi(r) — 5(r) = DT, (3.21)

mais les expressions microscopiques de D et de A sont cette fois données par les relations:

D= CﬁTR.
(3.22)

3
A= a*Q)? TR Bohfl.
\/ A NTR Bo
ou By = 1/kgTy. De nouveau, nous avons obtenu des expressions microscopiques différentes
pour A et D mais, nous n’avons pas modifié le comportement collectif des particules sur un

niveau macroscopique et I’écoulement est toujours décrit par 1’étude de la section précédente.
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Conclusion.

En optique non linéaire, les processus paramétriques optiques sont des processus d’interac-
tion entre photons au cours desquels de nouveaux photons, avec de nouvelles fréquences et de
nouveaux vecteurs d’onde, sont créés dans le milieu non linéaire. Dans le cas des milieux ho-
mogenes et infinis, ces processus conservent 1’énergie et I'impulsion des photons de facon tout
a fait analogue aux processus normaux pour les phonons en physique du solide. L’analogie
est méme plus complete dans le cas des cristaux photoniques puisque pour ces cristaux pério-
diques, la loi de conservation de I'impulsion n’est vérifiée qu’a un vecteur du réseau réciproque
pres et les processus paramétriques optiques peuvent alors étre soit de type “normaux”, soit
de type “umklapp”. Cette analogie offre la possibilité de transposer tous les phénomenes de la
physique du solide liés aux interactions entre phonons au domaine de 1'optique non linéaire.
Dans ce travail, nous nous sommes en particulier intéressés a la théorie du second son. Si
on considere un gaz de photons pour lequel les processus paramétriques “normaux” sont tres
fréquents, on peut montrer que lorsque ’état stationnaire est atteint, les vecteurs d’onde lumi-
neux sont distribués selon une loi de Planck modifiée: par rapport, a la distribution d’équilibre
du corps noir il apparait en effet un terme supplémentaire de dérive directement lié a la loi
de conservation de I'impulsion et donc au mouvement collectif des particules. A Taide de la
théorie cinétique des gaz de Boltzmann, nous avons alors établi les équations de continuité
pour I’énergie et 'impulsion. Ces équations décrivent le transport d’énergie et d’impulsion sur
des échelles temporelles et spatiales grandes devant les échelles microscopiques associées aux
processus normaux. Pour des systemes proches de 1’état d’équilibre du corps noir, ce sont les
équations du second son. Nous avons montré qu’au dela de cette approximation “sonore”, les
équations de transport sont analogues aux équation de Navier Stokes pour un fluide compres-
sible ordinaire. En particulier un terme non linéaire d’entrainement et des termes dissipatifs
de viscosité apparaissent dans I’équation de conservation de I'impulsion. Dans ces conditions,
I’hydrodynamique d’un fluide de quasi-particules est comparable a celle des fluides habituels.
Comme exemples d’application de ces équations, nous avons considéré la propagation d’une
onde de choc d’énergie dans le milieu non linéaire et I’écoulement de Poiseuille dans un ca-

pillaire. Nous avons en particulier étudié I'influence des parois du cylindre sur 1’écoulement
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en utilisant les conditions limites dites glissantes. Nous avons aussi rapidement étudié le cas
de matériau dont la relation de dispersion est tres anisotrope. Nous avons alors montré que
dans cette situation, seules les expressions microscopiques de la constante de diffusivité et de la
longueur d’influence des parois étaient modifiées, la description macroscopique de I’écoulement

restant inchangée.
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Annexe A

L’équation de Poiseuille pour un
systeme fortement anisotrope.

Dans cette annexe, nous allons établir les équations de Poiseuille dans le cas d’un milieu
fortement anisotrope. On rappelle qu’en régime stationnaire, les équations de transport peuvent
s’écrire:

V.7=0
(A.1)

—
“ u
. T= ——

<

R

et il nous faut exprimer le courant j et le tenseur 7 en fonction de ¢ et @ pour obtenir un
systeme fermé. Dans la symétrie particuliere de I’écoulement de Poiseuille, la température et
la densité d’énergie ne dépendent que de z: 3 = (3(z), € = €(z) et la vitesse de dérive et les
densités de courant et d’impulsion ne dépendent que de r: ¥ =v(r)Z, 4 = u(r)z et = j(r)z.

La fonction de distribution du fluide parfait est alors:

1
eB(z) (hw—Rd(r).k) _ 1~

f(7 k) = FOFE) =

(A.2)

Pour un systeme proche de 1’équilibre thermodynamique, on pose 3 = 3y + 03 et ¥ = év et on
va considérer le développement de la fonction de distribution au premier ordre en 3/ 3, et en

dv/ec:

FOF, k) = F(Bohw) + (88(F) — Bod(F).k) F' (Bohw) (A:3)
ou F(z)=1/(e* —1) et F'(z) = —e”/(e” — 1)%. En reportant cette formule dans I’expression
. . g . , . +(0) . .
microscopique du tenseur 7, on obtient ’expression de la composante 7 pour le fluide parfait:
202 S Wk, [F + 668, (A1)

k

Dans le cas d’un milieu fortement anisotrope dont la relation de dispersion est de la forme

wQ(E) = )2 sinQ(kza;kya) + cﬁk? et si on suppose que la contribution principale de la somme



52 ANNEXE A. SYSTEME FORTEMENT ANISOTROPE.

provient des vecteurs d’onde dont la composante k, est loin de la frontiere de la zone de
Brillouin, vecteurs pour lesquels nous avons cﬁkz > 02 sin2(k$a/2), on peut obtenir ?(0) en
intégrant sur k, et k, de —7/a a w/a et sur k, de Q/¢ a co. A l'ordre principal en o = Qa/c,
nous obtenons:

«(0)

Exd
T =¢]. (A.5)

De la méme facon, le calcul a 'ordre visqueux donne:

?(1): —1/6]_; (A.6)
ou la constante v est égale a:
3 2
V= 7 Boh S0P, (A7)

6472 e

En reportant ces expressions dans les équations (A.1), on montre que I’équation de Poiseuille

s’écrit de nouveau: A
NV2j(r) = j(r) = D=-, (A8)

mais les expressions microscopiques de A et D sont dans cette situation:

(A.9)
a*Q? Tyt BohS.

6472
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Abstract

We consider a gas of photons propagating in a non linear medium. We show that when the

non linear parametric processes are extremely frequent, the macroscopic momentum transport
equation is analog to the Navier-Stokes equation for an ordinary fluid. Associated with the
energy conservative equation, this equation allows us to predict the existence of “second
sound” wave of energy photon density or of a shock wave for the photonic fluid.
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1)

In a crystal, the phonons undergo two kinds of collisions: the normal processes which conserve
the total energy and quasi-momentum of the phonons and the umklapp processes which conserve
the energy only. Let us call 7y the relaxation time for the N-processes and 717 the relaxation time
for the U-processes. When the N-processes are more frequent than the U-processes (v < 717), a
situation which can be realized only at very low temperature, the macroscopic transport of energy
in the crystal is no more diffusive but becomes propagative and obey to the equation of second
sound [1, 2]. In optics, for non linear homogeneous materials, the analog of the N-processes for
the photons are the parametric processes which, when the phase matching conditions are satisfied,
conserve both the energy and the quasi-momentum of the photons [3]. The role of the umklapp
processes could be played by the elastic scatterings on impurities or scatterers, the boundary
reflexion or the genuine umklapp processes for photonic crystals. Hence a gas of photons, with
strong non linear interaction, will behave in the same way as the phonon gas. In this paper, we
will show that the momentum transport equation for a gas of photons in a non linear homogeneous
medium obey to a photonic Navier Stokes equation. These new equations describe the quantified
electromagnetic field as a photonic fluid which can sustain sound (called second sound in this
context) and shock waves.

Let us describe a gas of incoherent photons of given frequency by the density distribution
function f(7, E,t) which depends on space 7, time ¢ and on the wave vector k of the photons. Its
evolution is governed by a Boltzmann equation from the kinetic theory which can be written in

absence of any Umklapp or assimilated processes (7 = 0):

af

SR + (5,:V5) J7. R ) = N | J(7 R, ) (1)
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where Ug(E) is the group velocity of the photons and N[f] is the integral of N-collisions. To obtain
the macroscopic equations of transport for energy and momentum, we have to multiply (1) by fw
or hk and sum this relation over all wave vectors k. Since the N-processes preserve the energy

and the momentum, we have > zhw N [f] =0, > _; hk N [f] = 0 and the equation for energy and

impulsion conservation are:

% V.7=0

(2)
0l = o =
E V 7T—O

where €, 7, @ and T are respectively the energy density, the current density of energy, the momentum

density and the tensorial momentum flux density:

The equations (2) are coupled for a non-dispersive medium with a linear relation of dispersion
w(%) = ck, through the relation: j’= c¢*u. In order to obtain a closed system, we have to express
T as a function of € and @ but there is no simple relation as for the current density and first, we
have to obtain the expression of f(7, k, l).

For a perfect fluid for which 7v — 0, the distribution function relaxes instantaneously toward the

3
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local and drifted equilibrium distribution [4]:

J(F R t) = f*(7 Ry t) = — (4)

where the local temperature of the gas T'(7,t) = 1/kpf(7,t) and the local average group velocity

of the photons ¥(7, ¢) are slowly varying functions of 7~ and ¢{. By summing (3) over k., one obtains

the microscopic expressions of ¢, 7, @ and 7 and by eliminating 3(r,t¢) and ¢(7,t) from these
. o .

expressions, we can show that 7 is equal to:

— —

7@
j2

T=p T +(c—3p) (5)

Rxs
where [ is the identity tensor and the pressure of radiation p (the isotropic part of (7?) is given by:

1 72 €

When the fluid is almost at rest, the energy current is weak and we can expand p as a serie of j/ce.
For weak current, one can neglect the correction in (j/ce)? in (6) and then p &~ ¢/3. At this order,

the continuity equations become:

(7)

They are linear and solvable for excitations of the type (7, ) = ¢ sin([Z’.F— O1). These excitations
are called second sound in condensed matter physics [1, 2]. Their dispersion relation is = %K.
The factor /3 comes from the isotropy of the distribution of the particules velociites, like in
an ordinary gas where the velocity of sound is determined by the mean quadratic speed of the

particules.
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If we go up to the next order in j/ce, the expression of the radiation pressure becomes:

2
N J
p ~ - 4C2€. (8)

Wl o

The exact solution (6) and its second order approximation (8) are plotted in figure 1. We see that
this approximation provides us an acceptable description for a system when the system is not too

far from equilibrium. The macroscopic equations of conservation can now be written:

%nt@.j:o

(9)
97 3= (7O7\ &
PR <— g Vr=0

This momentum conservation equation is very similar to the Euler equation for an ordinary fluid
in absence of external force where p the density of the fluid and ¢ the field velocity are replaced
by ¢/c* and by j/e.

For 7y short but finite, the fluid is no more perfect but viscous. Its viscosity comes up from
the exponential relaxation with time 7y, toward the local drifted distribution f*(7, lg, t). Using the

linearized collision operator:

NS R 0] = - , (10)

one can solve Boltzmann equation (1) and obtain the expression of ¢, 7, @ and 7 at the first order

in 7y [4, 5]. The macroscopic equations of transport become:

%+6.j=0

(11)
a]_; 3_» ]—»®—‘ g CQTN =0, CQTN - o =
a-{—zV( )—l—ch— 5 Vy— 5 V(VJ)—O

ot
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By comparison to the usual equation of Navier Stokes for a compressible fluide:

a 3 = = - =d =5, . -
%—FV.(pv@v)%—Vp—pquv—p(é%—%)V(

<

Z)=10 (12)

where v and £ are respectively the first and the second kinematic viscosity, we find the coefficients

of viscosity for a photonic fluid:

; £=0. (13)
As expected the second viscosity of the photonic fluid vanishes like in a ultra-relativistic fluid [6].

The generalization of the previous result in regime where the “Umklapp” or elastic scattering
are present, is obtained by an additionnal term —)/7y in the right part of the momentum conser-
vative equation [4]. The main effect of this term is to relax j'on a characteristic time ;. Then the
validity of equations (11) is 7y < 1/Q < 7y where Q is the frequency of the macroscopic motion
of the photonic fluid.

Two simple applications of these equations in addition of the second sound, are the Poiseuille
flow in a fiber and the shock wave propagation. In laminar regime, the flux of energy ® trough a
transversal area of a cylinder of radius R and lenght L can be obtained by solving the linearized
equations (11) with the Dirichlet boundary conditions on the surface of the cylinder [7]. For this

“Poiseuille flow”, the flux is given by:

. 2 R? Ac
24y L

(14)

where Ac is the energy difference between the ends of the cylinder. In this expression, R*/c*1xn

is the charateristic time for a photon to diffuse inside the cylinder [7]. Actually, due to frequent
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N-processes, the photons cross the fiber by random walks of step ¢rn and this characteristic time
is much larger than the Casimir relaxation time R/c which should appear in the expression of ®
in absence of N-processes.

Concerning the propagation of a shock wave, one can show that a profile (fig. 2) can propagate at
constant velocity without deformation in the medium. In a similarity with classical fluid mechanics

[8], the velocity of this profile is given by:

¢ V341 + ja
v_ﬁ(uf : ) (15)

where € is the mean value of the energy. The shape of the profile is given by:

6@)26—%££%iﬁtmm<%>

(16)
e (j1+72) (1 —J2) £
i) = 5~ 5 temh{-+
where £ = x — vt and L is the characteristic thickness of the profile:
ATy €
L=4 (17)

15 (j1—72)
As in classical fluid mechanics, the existence and the stability of this solution for the photon energy
density is due to the compensation between the non linear and the viscous terms of equations (11).

As a conclusion, we have showed that the macroscopic transport of momentum for a photonic
fluid in a limit of very strong non linear interaction 7y < 7y is described by a photonic Navier-
Stokes equalion. Hence, the photonic fluid can exhibit all the usual phenomena observed in fluid

mechanics like for instance: sound or rather “second sound”, shock wave, Poiseuille flow in fiber.
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Figures

Figure 1: The radiation pressure normalized by the average energy p/e as a function of the nor-
malized current j/ce. The exact solution, given in formula (6), is plotted in continuous line and

its second order approximation (formula (8)) in dashed line.

Figure 2: The profile of a shock wave. The profile is propagating at a constant velocity ¢ in the

direction. The limiting value j1, j2 and €, €3 of j and ¢ for # — £oo are supposed constant.
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j/ce

Figure 1: The radiation pressure normalized by the average energy p/e as a function of the nor-
malized current j/ce. The exact solution, given in formula (6), is plotted in continuous line and
its second order approximation (formula (8)) in dashed line.
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£, j(

Figure 2: The profile of a shock wave. The profile is propagating at a constant velocity ¢ in the
direction. The limiting value j;, j2 and €1, €2 of j and ¢ for # — £oo are supposed constant.
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Deuxieme partie

Les corrélations en milieu aléatoire et
non linéaire.
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Introduction.

Les premieres études de la propagation de la lumiere dans les milieux désordonnés et li-
néaires datent du début du siecle. Elles sont dues aux astrophysiciens et notament a Chandra-
sekar qui a établit ’équation de transfert radiatif. Cette équation qui décrit I’évolution de la
lumiere dans un milieu désordonné est I'analogue pour la lumiere de 1’équation de Boltzmann
de la théorie cinétique des gaz [7]. Elle permet notamment de montrer que sur des échelles
macroscopiques, I'intensité lumineuse moyennée sur toutes les réalisations du désordre obéit a
une équation de diffusion. Cette équation ne tient pas compte de la phase des champs puisqu’il
semble naturel que les effets d’interférence liés a la phase des ondes soient détruits au cours
des chemins de diffusion multiple. Cette idée a été remise en cause apres la découverte des fluc-
tuations universelles de conductance [11], [22] et des effets de localisation [4] sur le transport
des électrons dans les milieux conducteurs désordonnés, a basses températures. En optique,
ces effets d’interférence se retrouvent dans le cone de rétrodiffusion de la lumiere. Lorsque ’'on
éclaire un milieu diffus, 'intensité lumineuse moyenne réfléchie dans la direction exacte de ré-
trodiffusion est deux fois plus intense que ce qui est prédit par le transfert radiatif. Ce facteur
2 provient de l'interférence constructive entre le champ électrique qui a parcouru un certain
chemin de diffusion multiple et le champ électrique qui s’est propagé le long du méme chemin
mais dans la direction inverse. Ce phénomene a été obervé simultanément par van Albada et
al [23] et par Wolf et al [27] et I’explication théorique en a été donnée par Akkermanns et al
[2]. Les effets d’interférence se retrouvent également dans la figure de tavelures - speckle en
anglais - que ’on peut voir lorsque 1’on éclaire un milieu diffusant pour une réalisation figée du
désordre. Selon la direction d’observation ou le lieu d’observation, I'interférence entre tous les
chemins de diffusion multiple peut étre constructive ou destructive et 'image observée présente

un aspect tacheté.

Lorsque l'on éclaire ce genre de milieux hétérogenes avec des faisceaux lumineux intenses, de
nouveaux phénomenes vont apparaitre par effet des non linéarités optiques. Si on considere par
exemple un milieu hétérogene dont au moins une des composantes possede un indice de réfrac-
tion non linéaire, les propriétés de diffusion du milieu vont dépendre de 'intensité lumineuse

incidente. Un tel milieu peut méme étre rendu transparent si on arrive a compenser la diffé-
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rence entre les indices de réfraction linéaires par un changement de l'indice de la composante
non linéaire du milieu [3]. Cet effet d’auto-transparence induite peut par exemple étre utilisé
en limitation optique afin de diminuer 'intensité transmise par un milieu en le faisant passer
de I’état transparent, lorqu’il est éclairé par de faibles intensités lumineuses, a 1’état diffus
pour des intensités plus fortes [15]. Mais a cause de la faiblesse des non linéarités optiques, une
préadaptation des indices entre les différentes composantes du milieu est nécessaire pour pou-
voir atteindre le régime de transparence. Une modification de I'intensité lumineuse incidente
permet alors seulement de passer d’un régime transparent a un régime de diffusion simple. Peu
d’études ont combinées le régime de diffusion multiple et les non linéarités. Une équation de
Dyson pour la propagation du champ électrique dans un milieu désordonné dont les particules
diffusantes présentent un effet non linéaire Kerr a été établie par A.J. van Wonderen [25], [26].
Cette équation permet de décrire des phénomenes de bistabilité pour des milieux désordonnés
et non linéaires [21]. En ce qui concerne l'intensité diffusée, quelques études ont été réalisées
dans le cas non dégénéré, lorsque les fréquences des ondes incidentes et des ondes générées par
les non linéarités sont différentes. Par exemple des études théoriques [16] et expérimentales [9]
ont concerné la génération et les corrélations des ondes de seconde harmonique dans un milieu
aléatoire et non linéaire. Kravtsov et al ont également étudié la théorie de la conjugaison de
phase en milieu désordonné [17]. Par contre dans le cas dégénéré, malgré la simplicité expéri-
mentale puisqu’une seule onde lumineuse tres intense est nécéssaire pour éclairer le milieu et
puisque l'on s’intéresse a 'intensité lumineuse émise a la méme fréquence, il semble que seule

I’étude du cone de rétrodiffusion en régime faiblement non linéaire ait été réalisée [1], [14].

Dans ce travail, nous allons également considérer la situation dégénérée. Dans un premier
chapitre, nous utiliserons la théorie des diagrammes pour calculer la premiere correction non
linéaire a 'intensité diffusée dans le milieu désordonné et non linéaire. Dans un second chapitre,
nous établirons, a 1’aide des diagrammes introduits, les fonctions de corrélation pour I'intensité
transmise et I'intensité réfléchie dans la géométrie de la tranche. Dans le cas d’un milieu Kerr,
nous introduirons une longueur caractéristique qui regroupera a la fois les caractéristiques
du désordre et du milieu non linéaire. Cette longueur nous permettra d’interpréter 1'effet des
non linéarités comme un déphasage supplémentaire introduit le long des chemins de diffusion
multiple. Enfin, nous proposerons une nouvelle expression pour le cone de rétrodiffusion de la

lumiere.
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Chapitre 1

Transport radiatif en milieu aléatoire
et non linéaire.

Dans un milieu aléatoire et linéaire, 1’évolution de I’'intensité lumineuse, en moyenne sur
toutes les réalisations du désordre, est décrite par I’équation de Bethe Salpeter. Cette équation
peut s’obtenir par une résolution diagrammatique des équations de Maxwell [12].

Dans ce chapitre, nous allons considérer un milieu aléatoire et non linéaire. Nous allons cher-
cher une solution perturbative des équations de Maxwell, solution dont nous ne retiendrons que
les termes non linéaires dégénérés qui oscillent a la méme fréquence que I'onde incidente. Cette
premiere correction perturbative a I’expression de l'intensité lumineuse moyenne peut égale-
ment étre obtenue par une méthode diagrammatique. Ce travail a été effectué par Agranovitch
et al [1] puis par Heiderich et al [14] dans le cas d’un milieu Kerr (milieu dont la susceptibi-
lité non linéaire est de type ys3). Dans une premiere section, nous redonnerons les principales
étapes de leur travail puis nous considérerons le cas d’un milieu non centrosymétrique dont la
susceptibilité non linéaire est de type y2. Les diagrammes obtenus seront ensuite utilisés dans

le deuxieme chapitre pour calculer les fonctions de corrélations en régime non linéaire.

1.1 Milieu aléatoire de type Kerr.

1.1.1 Description du modele.

Nous allons considérer des ondes électromagnétiques monochromatiques de fréquence w,
se propageant dans un milieu aléatoire et non linéaire de type Kerr. Pour simplifier le pro-
bleme, nous nous placons dans ’approximation scalaire. L’amplitude complexe E(7) du champ

électrique est alors solution de I’équation:

2

V2E(7) + 2 {e(F) + xsEE*(F) } E(F) = J(7), (1.1)

c2

ou J(r) est la source de champ électrique, €(7) la constante diélectrique du milieu et x3 la

susceptibilité non linéaire de troisieme ordre. La constante diélectrique du milieu €(7) peut se
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décomposer en une partie moyenne et homogene € et une partie fluctuante de(r) qui décrit le
désordre du systeme: €(7') = e+ de(r). La statistique du milieu aléatoire est entierement définie
par les propriétés statistiques de la fonction aléatoire de(r). Nous supposerons que d¢(7) obéit

a une statistique de bruit blanc Gaussien:
<Se(P) >=0 ; < de(Ade(7) >= ud(F—7"). (1.2)

Les symboles < ... > représentent la moyenne d’ensemble sur ’ensemble des réalisations
possibles du milieu aléatoire et la constante u décrit la force du désordre.

Dans I’équation (1.1), nous n’avons considéré que le terme non linéaire dégénéré, y3 E* E*(7),
dont la composante temporelle oscille a la méme fréquence w que 'onde initiale et nous avons
négligé les termes qui sont a l'origine de la génération des ondes de troisieme harmonique. Ce
terme non linéaire dégénéré pourra donc interférer avec I’onde initiale et il en résultera des effets
non linéaires, par exemple sur 'intensité lumineuse dans le milieu, qui seront proportionnels a
Y3 a l’ordre le plus bas des non linéarités. Dans une situation non dégénérée, aucune interférence
n’est possible et I'intensité de ’onde lumineuse non linéaire créée est alors proportionnelle au
carré de la constante non linéaire.

Pour résoudre ’équation (1.1) nous allons utiliser une méthode perturbative. En cherchant
une solution sous la forme:

E(7) = EOF) + EO(F) 4 ... (1.3)
ot £© et EM sont respectivement la partie linéaire de la solution et sa premiere correction,

nous obtenons les deux équations:

V2EO(7) + k2e(F) EO(F) = J(7).
(1.4)

VIEW(7) + k2e(F) EV(7) = —k2xs |[EQF)PEO (7).

Nous avons posé ko = w/c. Le terme non linéaire de la seconde équation —k2xs3 |E©) ()2 BO)(7)
peut s’interpréter comme un terme de sources non linéaires réparties dans tout le volume du
milieu. La solution de cette équation sera donc facilement exprimable a 'aide de la fonction

de Green de I’équation linéaire.

1.1.2 La fonction de Green moyenne.

Notons G, (7, FI) la fonction de Green solution de I’équation linéaire de propagation dans

un milieu aléatoire:

VG, + K3e(7) GulF, ) = 6(7 =), (1.5)
et G, (7,7') =< G, (7,7") > sa valeur moyenne sur le désordre. L’expression de G, (7,7) s’ob-
tient par une méthode diagrammatique classique [12]. Pour un milieu infini a trois dimensions,

on montre que la fonction de Green moyenne est égale a:

. -
e(zko— 21—l)|7“—7‘ |

A7

/

Gu(r,r) = (1.6)

P
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ott | = 4w /uk] est le libre parcours moyen de la lumiére dans le milieu désordonné. La fonction
de Green moyenne (G, est atténuée exponentiellement sur une distance [. Le libre parcours
moyen [ représente donc la distance sur laquelle peut se propager un faisceau lumineux cohérent
arrivant sur un milieu diffus. Il faut noter que I’expression (1.6) a été obtenue dans la limite
de faible désordre ou on a 1/kol < 1.

1.1.3 Le corrélateur linéaire des champs.

L’intensité lumineuse moyenne qui se propage dans un milieu aléatoire est la moyenne
du module carré du champ électrique. Elle differe donc du module carré de la moyenne du
champ qui, d’apres le paragraphe précédent, décroit exponentiellement sur une distance /.
Cette intensité lumineuse moyenne ou de facon plus générale le corrélateur moyen des champs
peut également s’obtenir par une méthode diagrammatique [12]. Notons C g) ) le corrélateur

linéaire des champs:

’

COF 7y =< EOFEO*(7') > . (1.7)

Ce corrélateur s’exprime facilement a 1’aide des fonctions de Green G, du probleme selon la

relation:

CO( 7'y = // J(F)T* (7)) < GulF, 7 )G (F'7) > dBrodPra, (1.8)

- —

Lorsque l'on calcule le corrélateur < G, (7, rl)gz(f’lf;) > par la méthode diagrammatique, on

ne retient que les diagrammes tel que celui représenté dans la figure 1.1. Sur ce diagramme,

Y

Fic. 1.1 - Un des diagrammes, dans Uespace réel, qui permet de calculer le corrélateur des
champs. Une onde partielle (traits pleins) se propage de 7y a 7 et une onde partielle conjuguée
(traits pointillés) de 73 a 7. Les croiz X représentent les événements de diffusion. Les traits
semi-pointillés indiquent que les deux ondes ont été diffusées au méme endroit par le méme

diffuseur.

—

une onde partielle se propage de 7 a 7 en subissant de nombreuses diffusions et une onde

. . ’ - . = . A . . . .
partielle conjuguée se propage de r; a ¥ en subissant exactement les mémes diffusions. Ainsi,
les phases des deux ondes se compensent exactement le long de ce chemin de diffusion mul-
tiple et, apres moyenne sur le désordre, ce diagramme conserve une contribution non nulle

- —

dans ’établissement de I’expression de < G, (7,7 )G5(7 7,) >. Dans cette théorie, on définit
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FiGc. 1.2 - Le diagramme en échelle ou “ladder”.

également le diagramme en échelle ou “ladder”, noté L, qui est représenté figure 1.2. Ce dia-
gramme commence et se termine sur une diffusion. Par rapport au diagramme précédent, on
a simplement 6té les fonctions de Green incidentes et émergentes qui servent a le connecter
aux points sources 7 et 7 et aux points d’observation 7 et 7. Ce diagramme donne donc
I’intensité lumineuse au point 7, pour une source delta localisée en 7,. On peut montrer que

ce ladder est solution de I’équation de diffusion:
~N2L(7y —Ty) = R Oy — 7). (1.9)

L’intensité lumineuse incohérente se propage ainsi d’un point source 7, a un point d’observation
rp sur des distances beaucoup plus grandes que [ grace a un processus de diffusion.
.

Par la suite, nous utiliserons également le propagateur linéaire de diffusion D(r, — 7,)

solution de I’équation de Green:

—VED(Fy — 7)) = 8(Fy — 7). (1.10)

1.1.4 Le corrélateur non linéaire des champs.

Dans ce paragraphe, nous allons présenter le diagramme qui permet de calculer la premiere
correction non linéaire du propagateur d’intensité. Introduisons le corrélateur non linéaire des

champs:

/

C](;)(F, 7Y =< EW(7) EO*(F") >, (L.11)

qui est le corrélateur entre la premiere correction non linéaire du champ électrique EM(F) et
sa composante linéaire £©*(7"). En utilisant les expressions de EM(7) et B©*(7") en fonction

des solutions de Green G,,(7,7 ) du probleme linéaire:

EW (r) = —ko‘(?)/ Gu(r R _)7 Fl)gw(évﬂ)g:}(é’%)x

J(71) I (F2) J*(75) dPridPradirsd®R (1.12)

F /g _)I ,Ty) JH(7y) diry
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oit la variable R est le lieu de I'interaction non linéaire, source pour le champ E")(7) et ou 7,

T, T3 et 74 sont les positions des sources du champ électromagnétique, nous obtenons:

COF 7Y = —kxs / T (7) T (7) T (7)

< Gu(7, R)Gu(R, 7)Gu(R, )G (R, 7)GA (7, 7)) > drodProdiryddr,d®R. (1.13)

Il nous faut donc calculer la valeur moyenne du produit de cinq fonctions de Green par la mé-
thode diagrammatique. Comme précédement les seuls diagrammes qui auront une contribution
non nulle apres moyenne sur le désordre sont ceux, tels que celui représenté figure 1.3, pour

lesquels chaque fonction de Green est couplée a une fonction de Green conjuguée. A Dordre le

[P
——————— X
ooz
a2
?
m
1 = S
S
J X X
i i i E i i
i i = =i !
?alj ! ' Ra1 R, ]?b
X X X X X X
T r

FiG. 1.3 - Le diagramme perturbatif, dans 'espace réel, utilisé pour calculer le corrélateur non
linéaire des champs. L’interaction non linéaire, localisée au point é, est représentée par le
carré hachuré. Ce diagramme est constitué de trots propagateurs de diffusion connectés entre
eur a l'aide de cing fonctions de Green qui forment le vertex non lin€aire Ks. La fonction de
Green qui va de 7y a 7, sur la partie inférieure du diagramme, intervient dans Uexpression de
E©= Toutes les autres fonctions de Green interviennent dans Uexpression de E(),

plus bas de la théorie en 1/kgl, le diagramme perturbatif est donc constitué de trois propa-
gateurs de diffusion qui vont respectivement de 7,; a éal,f'w a éag et de éb a 7, connectés
entre eux a l’aide d’un vertex non linéaire que nous appelerons Kj3. Ce vertex non linéaire
est constitué de cinq fonctions de Green G, et il contient également l'interaction non linéaire
localisée au point R. Notons H (71,742, 7) le diagramme non attaché, représenté figure 1.4. Ce
diagramme donne la premiere correction non linéaire a I'intensité diffusée au point 7, pour des
sources delta localisées en 7,1 et 7,2. On peut alors montrer (voir annexe A pour les détails de
calcul) que son expression mathématique est:

H (P, Fag; ) = K3/L(Fal,ﬁ)L(Fw,ﬁ)D(ﬁ,Fb) PR (1.14)
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=

——————— X
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S
a2
| R

> =
?aj, i Ra1 R, ?b
X X X X X X

FiGc. 1.4 - Le diagramme perturbatif non attaché.

ou la constante K3 est égale a:

ikol?
3272
Dans cette formule, [ est le libre parcours moyen apparaissant dans I’expression de la fonction

de Green (1.6).

](3 = X3 (115)

1.2 Milieu aléatoire de type “x»”.

1.2.1 Le développement perturbatif.

Nous allons maintenant considérer le cas d’un milieu non linéaire non centro-symétrique
pour lequel la susceptibilité non linéaire de deuxieme ordre Y3 est non nulle. Afin de conserver
les effets d’interférence décrits au premier paragraphe, nous allons devoir chercher les correc-
tions non linéaires du champ électrique au deuxieme ordre en ys.

Nous restons dans le cadre de "approximation scalaire, mais nous allons revenir provisoire-
ment a I’équation de propagation dépendante du temps afin de pouvoir expliciter clairement les

dépendances temporelles des ondes considérées. Le champ électrique E(7,t) est donc solution

de:
¢ 0°F 0°FE?

—»2 5 5 . = 5
\ VEE(T,t) = 55 (1) = J(7) + poxa—5 (7 1). (1.16)
A Tordre 0 en x5, on cherche la solution sous la forme d’une onde monochromatique de fré-
quence w:
E(rt) = ELO)(F)eM + cec. (1.17)
Le champ E(E,O)(F) est bien sir solution de I’équation d’onde linéaire:

V2EO(7F) 4 kte EO(7) = J(7). (1.18)

Au premier ordre en le couplage non linéaire quadratique des ondes va générer une com-
X2
posante de deuxieme harmonique et une composante continue. Si on ne tient compte que de

la composante radiative a 2w, on peut chercher la solution sous la forme:

E(F,t) = EO(F) ¢t + EV(F) €2 + ce. (1.19)

w 2w
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ou E(E,O)(F) et Eéi})(f’) sont solutions des équations:

V2EO(7) 4 k2e EO(F) = J(7).
(1.20)

VAL (7) + Akge 1) (7) = —4kg x2 (EQ(7)"
On pourra enfin retrouver un terme dégénéré a ’ordre suivant du développement en xo. En effet,
le couplage des champs Eéi} et de B produira une onde de troisieme harmonique ainsi qu’une

onde de fréquence w par I'intermédiaire du terme Eéi}) EL" A cet ordre du développement, le

champ peut donc se développer sous la forme:
E(Ft) = EO®F) ¢t + EV(F) €2 + ED(F) e + EP(7F) € + ce. (1.21)
ou E(E,O)(F) et E(E,Q)(F) sont solutions de:

V2EO(F) + k2e EO(7) = J(7).
(1.22)

VZED () + Akt ED(F) = —ak? xo B (A EO*(7).

Le terme E(E,Q)(F) est le premier terme du développement perturbatif qui oscille a la méme

fréquence que 'onde initiale et c’est le seule que nous considérerons par la suite.

1.2.2 Le diagramme non linéaire.

Selon la méthode utilisee pour les milieux Kerr, nous pouvons exprimer le corrélateur non
linéaire des champs C (_’ _") =< E( )( )E(E,O)*(F') > en fonction des solutions de Green de
I’équation de propagation linéaire. Notons R le lieu de la premiere interaction non linéaire ou

est générée l'onde de deuxieme harmonique Eéi}(f’) Son amplitude est donnée par la formule:
B (F) = — kg / Gool7, R)Gu (B, 7)Gu (R, 72) J(7)(7) dPr dProd®R. (1.23)

A noter dans la formule précédente, la présence de la fonction de Green G, qui propage 'onde
de deuxieme harmonique du point R au point 7. En appelant R’ le lieu de la seconde interaction

non linéaire, on a alors:

EA(7) = _4k3X2/gw(aé’) EW(R'Y G:(R',7)J*(7,) dPryd3R . (1.24)

2w

Pour ce qui est de la solution linéaire, elle est toujours donnée par la formule:

F /g ) (7)) dPry. (1.25)



80 CHAPITRE 1. TRANSPORT RADIATIF EN MILIEU NON LINEAIRE.

FiGg. 1.5 - Le diagramme perturbatif pour un milieu non linéaire de type x2. Le double trait
représente la fonction de Green a 2w qui propage Uonde de seconde harmonique de RaR'.
Les triangles représentent les lieux des interactions non lin€aires. Les autres notations sont

tdentiques a celles du diagramme de la section précédente.

Nous pouvons maintenant regrouper ces deux expressions pour former le corrélateur non li-
néaire des champs et effectuer la moyenne sur le désordre. Les seuls diagrammes qui ont alors
une contribution non nulle sont représentés figure 1.5. De maniere tout a fait analogue a la
situation précédente, ce diagramme est constitué de trois propagateurs connectés entre eux
par un vertex non linéaire que nous noterons K5 et 'expression mathématique du diagramme

non attaché peut de nouveau s’écrire (voir annexe A):

H Py, Fag; 7)) = KQ/L(Fal,ﬁ)L(FGQ,é)D(ﬁ,Fb) PR (1.26)
ou la constante K est égale a:
- 2 ikolS s c
AQ = —X3 392 (F + LE) (1'27)

ou I' est la constante Gamma d’Euler.

1.3 Résumeé.

Dans les deux situations étudiées, ’expression mathématique du terme non linéaire correctif

du corrélateur est donnée par la formule:
H(P1, gy ) = K/L(Fal,ﬁ)L(FGQ,ﬁ)D(E,Fb) &R (1.28)

ou K est une constante complexe que 'on peut remplacer au choix par K3 ou K,. La seule

différence notable entre les deux situations vient de ’expression des constantes K3 et K5: alors
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que K3 est imaginaire pure, la constante K3 est complexe. La raison de cette différence n’est
pas tres claire mais si on regarde attentivement le détail des cacluls des vertex non linéaires, on
constate qu’elle est liée a la présence de la fonction de Green a 2w dans le vertex non linéaire
K. Nous verrons dans le chapitre suivant que la partie imaginaire de K est reliée a un effet
de déphasage non linéaire introduit entre les deux champs du corrélateur le long du chemin
de diffusion multiple. Par contre sa partie réelle est reliée a un effet d’absorption non linéaire
dans le milieu.
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Chapitre 2

Corrélations et rétrodiffusion
cohérente en régime non linéaire.

Dans ce chapitre, nous allons nous intéresser aux corrélations de la figure de speckle en
transmission ou en reflexion sur un milieu désordonné et non linéaire. En régime linéaire, les
fonctions de corrélations sont définies en fonction des directions des faisceaux lasers incidents
et des directions d’observation. Ces fonctions mesurent donc la corrélation, c’est a dire la
“ressemblance” de la figure de speckle pour des angles différents. En régime non linéaire, on
peut s’attendre a ce que la figure de speckle évolue également en fonction de 'amplitude
du faisceau laser incident et une fonction de corrélation non linéaire doit donc mesurer la
corrélation entre deux figures de speckle enregistrées pour des intensités incidentes différentes
mais pour une meéme réalisation du désordre. Nous allons tout d’abord calculer ces fonctions
de corrélations en transmission et en réflexion dans la géométrie de la tranche, a l’ordre le plus
bas des non linéarités. Puis par comparaison avec les corrélations de speckle en fonction de
la fréquence du faisceau incident, nous proposerons une solution plus complete qui contient le
résultat perturbatif. Enfin nous utiliserons ces résultats pour obtenir une nouvelle expression

du cone de rétrodiffusion en régime non linéaire.

2.1 Les corrélations en transmission.

2.1.1 Le systeme.

Dans cette premiere partie, nous allons considérer les corrélations en transmission sur une
tranche de longueur L et de section transverse d’aire S = W?, contenant le milieu aléatoire et

non linéaire (voir figure 2.1). Pour ce systeme, la fonction de corrélation des champs
Cp(A, A ko, kg o, ) =< By (k) E3 (k) > (2.1)

, ., . . g iy ,
sera paramétrisée par les vecteurs d’onde incidents k, et k,, les vecteurs d’onde émergents

ky et ];b, ainsi que par les amplitudes A et A" des deux faisceaux lumineux incidents. Cette
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FiGg. 2.1 - La tranche non linéaire. Le milieu aléatoire et non linéaire est contenu entre les
plans z = 0 et z = L. La tranche sera éclairée par des faisceaux de vecteurs d’onde notés k,
et k,. La délection sera effectuce dans les directions ky et k,. On notera L la longueur de la

tranche et W la taille transverse (dans les directions x et y) du systéme. On supposera W > L.

fonction est égale a la valeur moyenne de deux champs enregistrés pour des intensités incidentes
et des angles différents mais pour une méme réalisation du désordre. Elle représente donc la
corrélation des champs en fonction des angles et des intensités. En utilisant le développement

perturbatif introduit au chapitre précédent, on obtient a I'ordre le plus bas des non linéarités:

e B B 0,7 )%, 7
Cu(A, A Ko Ky B, By) = < EL (R (By) > +
1,7 =(0)%, 77 0) /7 \ ()%, 7 o
< Eéa)(kb)Eé;) (k) > + < Eéa)(kb)E;;;) (ky) > . (2.2)
A cet ordre d’approximation, il nous faut donc calculer deux types de corrélateurs par la
théorie des diagrammes: un corrélateur linéaire < E}go)(kb)Eé?)*(k;) > et deux corrélateurs non

linéaires < Eéi)(gb)EéZ)*(E;) > et < Eéj)(zb)Eéz)*(kb) >.

2.1.2 Le propagateur de diffusion.

Avant de calculer ces corrélateurs, nous allons établir 'expression du propagateur de diffu-
sion dans le cas d’une tranche de longueur L et de section transverse infinie. On rappelle que

le propagateur est solution de 1’équation de diffusion:
—VED(7, 7)) = 8(7 — 7). (2.3)

Le systeme étant invariant en moyenne sur le désordre, par translation dans les directions

transverses, on a D(7,7,) = D(2p, 24, b — Pa) OU pg €t pj sont respectivement les composantes
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transverses de 7, et de 7. Sa transformée de Fourier transverse:

1 o
D(zp, 24, q) = ) // D(zp, 24, 6p) €797 d*5p (2.4)

est alors solution de:

Les conditions limites.

Pour résoudre cette équation, il nous faut préciser les conditions limites sur les deux plans
z = 0 et z = L. Ces conditions limites s’obtiennent en revenant a une description microscopique
du systeme en considérant par exemple un gaz de photons dont 1’évolution dans le milieu
désordonné est donné par 1’équation de Boltzmann de la théorie cinétique des gaz. Le milieu
désordonné étant compris entre les plans z = 0 et z = L, tout photon qui traversera un de
ces plans ne pourra plus étre diffusé par aucune impureté. Ainsi, le flux transverse de photons
entrant dans le tranche doit étre nul et cette condition se traduit par les deux conditions

macroscopiques:

aD
D(0,z,,¢) — 7l =—(0,2,,4) =0 en z,=0.
Oz (2.6)

D
D(L,z4,q) + 7l g—(L,Za,cf) =0 enz = L.
2

ou 7 = 2/3 dans ce modele. Dans le cadre de la théorie du transfert radiatif, ce probleme est
connu sous le nom de probleme de Milne. On montre alors que la valeur de 7 dépend également
du rapport des indices de réfraction des milieux intérieur et extérieur, de I"absorbtion, de

I’anisotropie de la diffusion [20].

Le propagateur d’intensité.

En résolvant I’équation de transport (2.5) avec les conditions limites de Milne, soit par la
méthode des images [24], soit par la méthode générale de résolution d’une équation différentielle

du second ordre, on obtient ’expression du propagateur de diffusion:

1

D(Zbaza7® = m e—Q|2b—2a|_|_
a(1 4 7lg) cosh q(z, + 25 — L) — a1 — 7lgq)e ™" cosh q(z, — Za)} (2.7)
ou « est une constante qui est égale a:
2 (1=l
. (1 —lqg) _ (2.8)

(1 —7lg)? e~ — (1 + 7lq)? el
Dans la limite ou ¢/ < 1 que l'on considérera lorsque 1’on utilisera des faisceaux incidents

proches de la direction normale a la tranche, on peut utiliser la formule approchée:

1 sinhg(L — z5)sinh gz«

D(z, 20, ) & (2.9)

2w gsinh gL
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ou zs = max(zq,2) et 2z« = min(z,, 2z5). On remarque que 1'on aurait pu obtenir directement
cette fonction en utilisant les conditions limites de Dirichlet: D(0, z,,q§) = D(L, z,,¢) = 0.

2.1.3 Calcul du corrélateur linéaire des champs.

Le corrélateur linéaire des champs s’obtient en attachant le ladder aux vecteurs d’onde

incidents et émergents (voir figure 2.2). Lorsque 'on se place pour des incidences proches de

FiGc. 2.2 - Le diagramme, dans Uespace réel, permettant de calculer le corrélateur linéaire
des champs. Le premier évenement de diffusion a liew en 7, et le dernier en 7,. Les deux
champs se propageant le long des mémes chemins, aucun déphasage, n’est introduit le long de
—iAKq

la propagation et seuls les termes de phase incident e Ta et émergent AR contribuent a

la dépendance de la fonction de corrélation en lga, lg;, Ey et E;

. . — - o —!
la direction normale de la tranche et en notant g,, ¢,, ¢, et ¢, les composantes transverses des

vecteurs d’onde Ea, E;, ky et lgb/, I’expression du corrélateur est [5]:

N 2 /
oA R = (3) () S
—iAGa.Pa 127 - SN AGFy 2 2 p

//e Z—SD(Z,L — 1, pp— pa) € d*pad” pe. (2.10)

o Ag, = G, — Gy et AG, = §, — G. Dans I'expression précédente, les deux termes de phase
e~ i8Ga-Fa of ¢80P sont des termes d’interférence entre les deux faisceaux incidents en 7, et les
deux faisceaux émergeants de 7. Nous avons de plus supposé que les ondes subissaient leur
premiere et leur derniere diffusion a une distance [ des surfaces d’entrée et de sortie. L’influence

des conditions limites n’est importante que sur une couche dépaisseur [. A I'ordre principal en

[/ L, il est donc suffisant d’utiliser le propagateur obtenu avec les conditions limites de Dirichlet.
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(Pour un traitement plus complet et plus rigoureux de I'influence des conditions limites voir

[2]). Apres intégration sur g, et py, on obtient 'expression de la fonction de corrélation:

(27)® 1 AA
k3 (4m)? S

CNA, A kg by, iy, ) = Saguag, DL —1,1,Aq,) (2.11)
et pour Ag,l < 1, lorsque les faisceaux incidents sont peu inclinés par rapport a la direction
normale a la tranche, on obtient:
T - T 37TAAI l
CYNA Ay K R Ky) & 25 0anag 7 Fr(Adl) (2.12)
0
ou la fonction Fr(x) = z/sinh z, représentée figure 2.3, est appelée fonction de corrélation

réduite. La décorrélation angulaire a donc lieu sur des échelles de 1'ordre de 1/ L.

Fi1G. 2.3 - La fonction de corrélation réduite Fr(x) = x/sinhz.

2.1.4 Calcul du corrélateur non linéaire des champs

De la méme facon, on peut obtenir le corrélateur non linéaire des champs représenté fi-
gure 2.4. On peut montrer a 'aide de la formule (1.14) du chapitre 1 que son expression
mathématique est:

[ - 37TA3AI
C(El)(A7A 7ka7ka7kbakb) = W(SA@‘G,A@},X
0

C(F1or . . . _
A/O (5 )*D(1, 2,AG,)D(1, Z,0)D(L ~ 1, Z,AG,) dZ. (2.13)

Dans ’expression précédente, nous avons de nouveau supposé que les sources étaient situées a

une distance | des surfaces de la tranche. Apres intégration sur Z, on obtient:

Ve oo o 3TAA I —Fp(Ag,L)
COA A bk hy k) = 2 5o am— i72A2 [2 T e 2.14
E( ’ ) s gy by b) k‘gS Aqu%L Lty 4Aqa[/ ( )
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FiGc. 2.4 - Le diagramme, dans Uespace réel, qui donne la premiére correction non linéaire
pour la fonction de corrélation des champs, en transmission sur la tranche de longueur L.
Ce diagramme est constitué de deuz propagateurs incidents qui transportent respectivement les
impulsion Ag, et 0 de 7oy et Tn Jusqu’au point é, lieuw de ["interaction non lin€éaire. Un dernier

propagateur relie le point R au point de sortie 7.

ou Fp(z) est la fonction dérivée de Fy(z) et ou le coefficient 42 est défini par:

127)2 K
2= 12K (2.15)

1?2

Pour un milieu aléatoire Kerr caractérisé par une constante K3, ce coefficient est égal a: v =
9/2 xsko/l. La quantité 4v2A? est donc homogene a l'inverse du carré d’une longueur. Cette
longueur est caractéristique du systeme et dépend a la fois des propriétés du désordre par [
et des propriétés du milieu non linéaire par ys. Nous en donnerons une interprétation lors de
la comparaison avec les corrélations en fréquence. Avant de passer a la suite, nous pouvons
remarquer que pour Ag, = 0, ce terme perturbatif est divergent avec la taille L. de la tranche.
Ceci n’est pas tres surprenant si on se souvient que les sources non linéaires utilisées pour
calculer EM(7) sont réparties dans tout le volume de la tranche. E()(7) est donc un terme

—

séculaire® et la méthode perturbative ne sera valide que tant que EM(F) < EO)(7)

2 3

1. On rappelle que dans le cas de l'oscillateur anharmonique £ — w®z = az”, si on cherche une solution
perturbative sous la forme & = z(9e™? 4 az(M) (1)t + .. 4 c.c., le terme résonnant az(M(t)e’“? est un terme

perturbatif & l'ordre de o qui diverge avec le parameétre ¢t. Par définition, ce terme est dit séculaire. (cf [19]).
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2.1.5 La fonction de corrélation des champs.

En regroupant les résultats précédents, on peut enfin obtenir ’expression de la fonction de

corrélation des champs a ’ordre le plus bas des non linéarités:

3rAA l

CE(A, AI, Ea, E;, Eb, E;) = W(SA%’A(YGZ X
0

2A2712 ' (Ag, L ~2A? L2 F(Aq, L

Fr(AgL) —
{T( YV AL Y v

Dans le cas de l'oscillateur harmonique, le probleme de la divergence du terme séculaire peut
étre éliminé en utilisant la méthode des échelles multiples. Dans cette méthode, le terme
séculaire apparait comme le premier terme du développement en série de Taylor de la solution
“échelles multiples”. Dans le cas qui nous intéresse, nous allons nous contenter de reconnaitre
dans I'expression (2.16) le début d’un développement en série de Taylor et nous allons supposer

qu’une solution plus complete du probleme est:

b oo o s 3mASA l 242 _ 424"
OE(A,A,ka,ka,kb,k):%%%MZFT \/AquZ—i%LZ S (217)
0

Cette facon de faire n’est pas unique mais nous donnerons un petit modele dans le cas d’un

milieu avec indice de réfraction non linéaire qui permettra de justifier I’expression proposée.

2.1.6 La fonction de corrélation des intensités.
L’approximation (.

Dans le cadre de 'approximation C; [5], la fonction de corrélation des intensités

C(A, A/,];a, f;;, f;b, fg;) =< [Ea(fgb) Z (E;) > est donnée par le module carré du corrélateur des
champs: ‘
2

k. ky k) = |Cp(A, A ko k. ko, k)| (2.18)

as Var

Cy(A, Ak,
Dans cette approximation, les chemins de diffusion multiples sont supposés indépendants. Ici,
comme nous nous plagons dans un régime faiblement non linéaire, nous supposons que les non
linéarités n’affectent pas les propriétés des particules diffusantes et donc ne modifient pas la

répartition des chemins de diffusion multiple. Dans cette hypothese, nous obtenons:

Cl(A7A,7ga7E;7EbngI)) = 5A§b7A§a < [EG(EE’) >< [EQ(EE:) > X

2
242 _ ~24'2
Fr \/Aqgm - i%ﬂ . (2.19)
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Les milieux a indice de réfraction non linéaire.

Considérons maintenant le cas particulier d’un milieu Kerr dont la susceptibilité diélectrique
Y3 est réelle. Le coefficient K du vertex non linéaire est alors imaginaire pur et le coefficient

7% est réel. La fonction de corrélation peut étre réécrite:

Cr(A, A ko iy, By, ) = Sag,az, < I, (k) >< Ty (k) > %
2
2 A2 _A’? L2
Fr <\/Aqu2 o ; ) )‘ . (2.20)

Ces milieux non linéaires sont caractérisés par un indice de réfraction optique qui dépend de

I’amplitude de 'onde électromagnétique incidente selon la formule:
n = ng + ny A? (2.21)

avec ny = 3x3/2n¢ ou ng est l'indice optique linéaire [19]. Dans le systeme qui nous interesse,
les deux champs qui composent le corrélateur et qui se propagent le long du chemin de diffusion
multiple vont donc “voir” deux indices optiques différents puisque les deux faisceaux incidents
ont des amplitudes A et A" différentes. Les deux champs vont donc parcourir un chemin optique
différent et un déphasage va s’accumuler le long du chemin de diffusion multiple. En moyenne,
ce déphasage sera égal a A® = L Ak ou L est la longueur moyenne des chemins de diffusion
et ou Ak = koAn = kony(A* — AIQ) est la différence de vecteur d’onde introduite par les
non linéarités. (Dans ce modele, on suppose que 'indice de réfraction non linéaire est égal a
nyA? dans tout le milieu. Si on voulait étre plus précis, on devrait tenir compte des fluctuations
de 'intensité et de I'indice non linéaire a 'intérieur du milieu aléatoire). Si on suppose que la
lumiere se propage selon une marche aléatoire de pas [, on a £ = 3L?/[ et on obtient finalement:

3koAn 5  3weAn
= L=

[ cl

Cette situation est analogue a 1’étude des corrélations de la figure de speckle en fonction de la

Ad

L. (2.22)

fréquence de 'onde lumineuse incidente. Dans ’approximation (', la fonction de corrélation

en fréquence est définie par:
Co(Aw, ko, by, R, ) = | < B3 (k) B " (k) > | (2.23)

oll Aw = w —w est la différence de fréquence entre les deux faisceaux incidents considérés. La

aussi, en plus des déphasages extérieurs liés a Ag, et Ag, un déphasage supplémentaire A®,,,

s’accumule le long des chemins de diffusion multiple et de la méme fagon que précédement, on

peut I’évaluer par la formule:

3n, Aw
cl

Or la fonction de corrélation en fréquence est égale a [10]:

Aby, = L Ak = L. (2.24)

2

Cr(Aw, ko, by by, By) = Sagag, < If ;. >< 1;1'(12;) > ‘FT <\/Aq3L2 - zmng2> (2.25)
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ott le parametre ap, est relié & A®,, par la formule Ad,, = 204 L. Par analogie, le
parametre qui doit apparaitre dans I’expression de la fonction de corrélation non linéaire est:
3k0An 12

arng = 5 X YA - A7), (2.26)
A un facteur numérique pres, on retrouve donc la formule (2.20). Dans ce petit modeéle, ay}
apparait comme une longueur caractéristique du systeme qui dépend a la fois du désordre par
[ et des non linéarités par ys. C’est la taille caractéristique que doit avoir la tranche pour
que le déphasage moyen introduit le long du chemin de diffusion soit de l'ordre de 27 et donc

pour que les deux figures de speckle enregistrées pour les deux amplitudes A et A" soient

completement décorrelées. Sur la figure 2.5 nous avons représenté la fonction de corrélation

|F+ (Ag, anp)f
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FiG. 2.5- La fonction de corrélation de la figure de speckle en fonction de la variable angulaire

Agq, et des non linéarités par l'intermédiaire de ayy,.

réduite |Fr(Aqq, any)|? en fonction des deux variables Ag, et ayy. Dans le cas particulier ott
Ag, = 0, elle est égale a:
Ao, , L*
Fr(Aq, 2 = NL : 2.27
|Fr(Ada, ani) cosh(2anp L) — cos(2anL) ( )

Deux figures de speckle ne seront donc plus corrélées pour des valeurs de ~ telles que 1'on ait
vL ~ 2. Dans le cas d’une tranche de longueur L = 107%m et pour un libre parcours moyen
[ = 1073m, cela correspond a une variation d’indice de 'ordre de An = ny(A*—A* ) ~ 2x107°.

Cette valeur est importante mais elle ne semble pas hors de portée d’une réalisation pratique.

Les absorbants non linéaires.

Considérons maintenant le cas particulier des milieux absorbants non linéaires pour lesquels

X3 et donc ¥? sont imaginaires purs. La fonction de corrélation peut alors se réécrire:

Cl(Aa Alv ];aa ];::17 igbv ]%’I’)) = 5A‘Tb7A‘Ta X
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|Fr (aq,=0,)F
1

1 2 3 4 5 ONL L

FiG. 2.6 - La fonction |Fr(Aq, = 0,an.)|* en fonction de ayy.

2

L2l . (2.28)

. o L2 Az A7
< [Ea(kb) >< [Eg(kb) > |Fp \/Aqglj2 + ﬁ — '1372(—;7)

Dans cette expression, l'effet de "absorption linéaire a été ajoutée par l'intermédiaire de la

longueur d’absorption linéaire L, = \/ll,/3 = L/\/3kolZmyx; [5]. Si on se place dans le cas
particulier ol les amplitudes des deux faisceaux sont égales A = A’, il est utile de définir une

longueur d’absorption non linéaire par la relation:

_ T2 A2 9 <
et on obtient finalement:
L2 :
Cl(A, A kg, ka, ks, kb) = 5Alfb7ﬁlfa < ]k*a(k‘b) >< ]ﬁ;(kb) > |Fr <\/Aqu2 + LNLQ) (230)

Dans cette situation, les non linéarités ne modifient donc que la valeur du coefficient d’absorp-
tion mais ne modifient pas la forme de la fonction de corrélation.
Lien avec les vertex non linéaires.

L’exemple des milieux Kerr montre a postériori donc que la partie imaginaire du coefficient
K des vertex non linéaires est reliée a un effet de déphasage introduit le long des chemins de
diffusion multiple alors que la partie réelle est liée a un effet d’absorption. Mais I'interprétation

des vertex non linéaires K5 et K, reste difficile.

2.2 Les corrélations en reflexion.

2.2.1 La tranche semie-infinie.

Dans cette section, nous allons considérer les corrélations en reflexion sur une tranche

semie-infinie, représentée figure 2.7. En reflexion, le calcul se mene de la méme facon que
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FiG. 2.7 - La tranche semi-infinie. Le miliew non lin€aire est dans le demi espace z > 0.

précédemment mais nous devons également tenir compte des interférences entre un chemin de

diffusion et son chemin de diffusion inverse[6]. En effet, dans les deux situations représentées

FiG. 2.8 - Les diagrammes permattant de calculer les fonctions de corrélation en réflexion sur
la tranche semi-infinie. (a) diagramme direct. (b) diagramme inverse Les fleches indiquent le
sens de parcours des champs le long du chemin de diffusion. Ag, = qa q_'a, §a+cﬁ)+A§a =G, +3q,
ol Gy, G, Gy €t G, sont les composantes transverses des vecteurs ka, kb, ky et k

figure 2.8, les champs passent exactement par les mémes difuseurs et les phases des deux
champs vont se compenser aussi bien pour le diagramme direct que pour le diagramme croisé.

Dans le régime linéaire le corrélateur des champs est donc donné par la formule:

) (O 3rAA' L [y
< Eéa)(kb)Eé,) (kb) >= 5Aq"a,Azj'b WZ—Q € Nt X
@ 0 0Jo

{D(Z, 2 AG) + D2z 3+ G+ Aq;)} e dzdz' (2.31)
En réflexion, 'effet de la surface et des conditions limites est important et nous n’avons donc

pas considéré que les sources étaient a une distance [ de la surface de la tranche mais nous avons
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explicitement introduit le facteur d’atténuation du faisceau cohérent en e=*/! et en e~* ' En
utilisant ’expression (2.7) du propagateur de diffusion pour L = 400, on obtient apres avoir
effectué les deux intégrations sur z et sur z :
o0y 7 3rAA’ A _
< B (k)L (R)) >= 0ag.a0 ~zg—5 (FR(AGD + Fald+ &+ A} (232)
a a 0
ou

Frlql) ~ (1 4+27) = 2(1 +7)%l + ... pour ¢l < 1. (2.33)
De la méme facon, on peut obtenir 'expression du corrélateur non linéaire des champs a 'aide

des deux diagrammes représentés figure 2.9. Dans la limite Ag,l < 1, on obtient:

(a) (b)

FiG. 2.9 - Les diagrammes permettant de calculer les fonctions de corrélation en réflexion sur

la tranche semi-infinie. (a) diagramme direct. (b) diagramme inverse.

7 ®o 7 3rAA"
< E]_E;i)(kb)E]—go,) (k‘b) >= 5A§a7A§b kQS 272A2l4(1 + 7_)3><
¢ 0
{ ot : }+ (2.34)
Aga | G+@p+AG L) :

ot 4* est définie par la formule (2.15). Comme dans le cas des corrélations en transmission,
lorsque l'on regroupe les deux expressions des corrélateurs des champs, on reconnait le début

d’un développement en série de Taylor. On obtient alors:

FﬁQﬂAﬁp-mu+¢xywp—JﬁAﬂﬂax
2

‘|‘FR(\/| Got G+ AG, 212 = 2i(147)(72A2 — 42A42)(2)| | (2.35)

CR) = dagung, <Ip,(k)><Izi(k)>

Nous avons représenté la fonction de corrélation C’](%l) sur la figure 2.10 dans le cas d’un milieu

aléatoire Kerr caractérisé par un coefficient v? réel. Pour 72 = 0, elle présente deux pics qui
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FiGg. 2.10 - La fonction de corrélation de la figure de speckle en réflexion sur une tranche
semie-infinie contenant un miliew Kerr, en fonction de la variable angulaire Ag, et des non
linéarités par Uintermédiaire de 4*. Pour v* =0, elle présente deuzx pics pour AJazﬁ (_;I:(fa
et G, =qy) et pour G+ G + AG=0 (3, =G, et ' =~q.).

correspondent aux deux conditions Ag, =0 (@i =quet @ =q@) et o+ G+ AG,= 0 (G, =—§ et
4, =—@,). Le premier pic provient du terme de corrélation introduit par le diagramme direct
et correspond a la direction exacte de rétrodiffusion. Le second pic est associé au diagramme
inverse et correspond a la direction croisée. De méme que dans la situation de la transmission

la décorrélation non linéaire se produit par 'intermédiaire du coefficient 2.

2.3 Le cone de rétrodiffusion.

Le cone de rétrodiffusion de la lumiere par un milieu aléatoire et non linéaire a été étudié
par Agranovitch et al [1] puis par Heiderich et al[14]. Dans leur étude, ils ont utilisé la méthode
perturbative que nous avons reprise dans ce travail et ils ont obtenu une expression pour le
cone de rétrodiffusion a l'ordre perturbatif. Si on va au dela de cet ordre perturbatif et que I’'on
suppose qu’il n’est que le début d’un développement en série de Taylor de la solution exacte,
on peut en proposer une forme plus complete. A T’aide des calculs et des diagrammes de la
section 2.2.1, on trouve pour l'intensité diffusée < I(q) >=< Ek‘a(%b)E}ga(Eb) > en fonction du
vecteur de diffusion § = ¢, + Gy:

<t@y> _ Fr(d) +Fa ({7 + (G)
< I >ine FR (ﬁ)

(2.36)

Comme les deux champs qui composent I'intensité diffusée < [(§) > correspondent au méme
faisceau incident et donc a la méme amplitude incidente, il ne peut pas y avoir d’effet de
déphasage lié a un changement de l'indice de réfraction non linéaire. Il ne reste donc qu'un
effet d’absorption non linéaire qui est de nouveau inclus dans la longueur d’absorption non

linéaire. On retrouve ainsi la forme usuelle du cone de rétrodiffusion en présence d’absorption
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(voir figure 2.11) sans le creux prédit dans les deux références citées ci dessus (voir figure
2.12). Le creux apparait donc comme un artefact qui disparait lorsque I'on rajoute les ordres

supérieurs du développement perturbatif.

I(q)/ I inc

(b)
@

FiG. 2.11 - Le cone de rétrodiffusion de la lumiéere pour diverses valeurs du coefficient d’ab-
sorption non linéaire. (a) Pas d’absorption: LNt = +oc. (b) LNE = 101.

(@) /1 ine

0.1 0.05 0.0 0.1 gl
998
1.996 ler ordre
1.994
"Ansatz "

F1G. 2.12- La forme angulaire du cone de rétrodiffusion obtenue a laide de I’ “Ansatz” (formule
(2.36)) d’une part et de son développement au premier ordre des non linéarités d’autre part.

Les deux courbes ont €tés obtenues pour L2iy*A* =6 et L, = 101.
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Conclusion.

En régime non linéaire, la figure de speckle et donc les fonctions de corrélations de 'intensité
lumineuse transmise ou réfléchie par un milieu désordonné, dépendent de 'amplitude des fais-
ceaux incidents. Dans ce travail, nous avons utilisé une méthode diagrammatique pour calculer
la premiere correction a l'ordre le plus bas des non linéarités des fonctions de corrélation. Dans
la géométrie de la tranche, le terme correctif obtenu diverge avec la longueur L. de la tranche
et la validité de ce développement perturbatif est donc relativement limitée. Nous avons alors
reconnu dans le développement perturbatif, le début d’une série de Taylor et nous avons pro-
posé une fonction de corrélation non linéaire compatible avec ce développement. Cette fonction
a été justifiée a I'aide d'un petit modele dans le cas des milieux non linéaires Kerr. Dans ce
modele, I'effet des non linéarités se traduit par un déphasage non linéaire introduit le long des
chemins de diffusion multiple. Ce déphasage est du a la dépendance de I'indice de réfraction
non linéaire avec ’amplitude des faisceaux incidents et a la modification du chemin optique
parcouru par la lumiere. Il est a l'origine de la décorrelation de la figure de speckle en par-
faite analogie avec la décorrélation en fonction de la fréquence de I'onde incidente. Nous avons
également considéré le cas des absorbants non linéaires. Dans cette situation les non linéarités
ne font que modifier la valeur du coefficient d’absorption et leur effet a été introduit dans une
longueur d’absorption non linéaire. Cette étude nous a aussi permis de proposer une nouvelle
expression pour le cone de rétrodiffusion de la lumiere en milieu aléatoire et non linéaire. Le
principal point faible de cette étude réside dans la non-unicité des solutions compatibles avec
les premiers termes du développement perturbatif. Une méthode ou une théorie non pertur-
bative serait utile pour pouvoir inclure les effets des non linéarités sur le transport radiatif de
I’intensité luminueuse en milieu désordonné. De plus, nous nous sommes limités a la géométrie

de la tranche et il pourrait étre intérressant de considérer d’autres géométries.
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. CONCLUSION.
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Annexe A

Les vertex non linéaires.

Le calcul des vertex non linéaires K3 et Ky, pour des systemes a 3 ou a 2 dimensions, est
présenté dans cette annexe. Ces deux vertex permettent d’attacher les trois propagateurs du
diagramme perturbatif utilisé pour calculer le corrélateur des champs (voir figures A.1, A.2).
K3 et K, correspondent respectivement aux cas ou la susceptibilité non linéaire du milieu
est du troisieme ordre (x3) ou du deuxieme ordre (y2). Le diagramme K3 a été introduit par
Agranovitch et al [1] puis par Heiderich et al [14] lors de leur étude du céne de rétrodiffusion
de la lumiere dans un milieu Kerr. Toutes les formules mathématiques correspondant aux

principaux diagrammes rencontrés sont regroupées a la fin de 'annexe.

A.1 Le vertex Kj.

Le diagramme du corrélateur non linéaire des champs pour un milieu Kerr est redessiné

figure A.1. Avec les notations introduites au chapitre 1, son expression mathématique est:

Fic. A.1 - Le diagramme perturbatif pour un milieu Kerr.

— — — — —

H(FahFaQ;Fb) = /L(FalvRal)L(Fa%RaQ)I(S(RahRa?;Rb)D(O)(éMFb) dSRaldSRanSRb- (Al)
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Le vertex non linéaire K3 contient toutes les fonctions de Green moyennes qui permettent
d’attacher les trois propagateurs de la figure précédente. Il contient aussi I'interaction non

linéaire qui est représentée par un carré hachuré figure (A.1). On a ainsi:

[(3(éa1, éfﬁ; éb = —X3]€3
/Gw(ﬁ L BAVG(R = Rn) G (B — Ron)Gu(Ry — BYG-(By — Bo) #R (A.2)

ou l'intégration est faite sur le lieu R des sources non linéaires. Il est plus simple d’obtenir les

expressions de H et de K3 dans I'espace conjugué. En posant:

— 1 . B
L(FGJ)RQI) = ( 2 )3/L(Fa17ﬁ1)€_2pl~Ral d3p1
m
— 1 R .
DO(Ry, 7) -7 )S/D(O)(ﬁg,ﬁ)emsﬁb . (A3)
m
" 1

K3(Ra1, éa?; lféb) =

/[(3(]3’17]72;]73) ! (P1-Ra1+p2 . Rao—p3.Ryp) d3p1d3p2d3p3

(V2m)?

nous obtenons:
H(Ty1, a2, ) = /L(Fahﬁ)D(o)(Faz,172)](3(2717172;ﬁS)L(ﬁ&Fb) &p1d®pyd’ps. (A.4)

L’expression du vertex non linéaire K3 dans la représentation de Fourier est:

- — — — 1 — — * f = — L
K3(ph, pa; Pa) = —X3[€3 (2m)12 /Gw(%)Gw(Q2)GW(QS)Gw(Q4)GW(Q5) dS(]ldS%dS%dB%dS%X

/eif"y(—-'1—-‘1+-‘5)€i772~(—-'2—*2+*3)€i773~(_'3+*4—*5)62'R‘~(*1+*2—§3—§4) d3Ra1d3Ra2d3Rbd3R. (A5)
Les intégrations sur Ra1, Rus. By et R font apparaitre des facteurs (2m)?5(p1 + ¢ — G5),

@n8(5, + & — &), (287 + @ — &) et (205G + @ — B — @) et aprés avoir dgale-
ment intégré sur ¢s, ¢, et ¢s, on obtient:

Ks(py, pa; Ps) = —xsky 0(p1 + p2 — ps3)
[ Gu@IGAD G+ GG~ 71— FOGLG + ) e (A0
Le terme en §(py + pa — ps) traduit la conservation des impulsions transportées par les propa-

gateurs puisque le vertex non linéaire ne brise pas l'invariance par translation en moyenne sur

le désordre. Dans la limite ou les impulsions transportées sont petites (p; — 0), on obtient:

K3(ph, pa; p3) = —xskg O(ph + pa —ﬁ:a)/Gi(fﬁ)GZ@)dBfll /Gw@)GZ@)dS%- (A7)
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Finalement, apres avoir effectué les deux dernieres intégrations (voir formulaire), nous avons
a Uordre principal en 1/kol:

.73
Kl i) = (s oy O 52— ) oy
(B, st B) = xo 00 5( Ry — Bon)o( By — ).
Pour un systeme a deux dimensions, on obtient de méme:
Ko P 5) = o o o (7 + s — 7).
o ik (A9)

K3(Ra1, Ry By) = X §(Raz — Ba1)8(Ra1 — Ry).

% 64ko

A.2 Le vertex K.

Pour des milieux qui ont une sucseptibilité non linéaire de type Y2, un nouveau vertex

d’interaction non linéaire K, doit étre calculé (cf figure A.2). En conservant toujours les mémes

Pl
o

Fic. A.2 - Le diagramme perturbatif pour un milieu de type x,.

notations, nous pouvons encore écrire:

—

H(Fala Ta2; 77 Tb /L Ta1, (%2, éa?)l(Q(éaly EQQ; Rb)x
D(O)(Rb,rb) d°*Royd® Royd® Ry, (A.10)

Cette fois, nous ferons seulement un calcul approché dans ’espace réel. Comme les fonctions
de Green qui composent le vertex non linéaire décroissent exponnentiellement sur une distance
[, on peut supposer que les trois ladders sont attachés au point R et on peut donc réécrire la
formule précédente:

H (P, gy 1) & / L(741, R)L(7., R)YDO(R, 7)) Ky (R) &R, (A.11)
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avec:

K3(R) = ngg/d31%bd33’ Ga(R — R) /Gw(é1 — Rat)G(By — Ra1) d°Ray ¥

—

/GW(R — Rua)G5 (R’ — Raz)Gu(Ry — R') d® R, (A.12)

Apres intégration sur éal, éag et éb (voir formulaire) et en posant & = ko(él — ]%), on obtient
a 'ordre principal en 1/kgl:

- 1kol? sin? |Z] - 1kol?

[(Q(R) = )<2 0 / | |€_|$|/kolG2w(f) dSJT ~ —X% 320 B

T

2 3972 EE

(T + i%) (A.13)

ou I' est la constante Gamma d’Euler.

De la méme fagon, nous obtenons a deux dimensions:

il?

- oo 2
Ka(R) = 3 g / % (ngm) - Hé”(—ix)) HO (2) @ da. (A.14)
0




A.2. LE VERTEX K,. 103

A.3 Quelques formules utiles.

Dans les formules suivantes, Hél) est la fonction de Hankel d’ordre 1 et I; et K, sont les

fonctions de Bessel modifiées d’ordre 1. On a posé p = —iky + — et @ est son complexe
conjugué. On rappelle tout d’abord les expressions des fonctions de Green G, a 2 et & 3

dimensions pour un milieu infini:

a 3D,
Gu(p) =4 17
‘I: 1 — [
TH (] 71) 42D,
Dans les diagrammes suivants, les fonctions de Green sont représentées en traits pleins et
les fonctions de Green conjuguées en traits pointillés. Les variables p, p; et gy sont des va-

riables muettes d’intégration sur ’espace. Les formules de cette page ont étés obtenues sans

approximation.
X 1
m a 3D,
* m
/ Gu(P)G(7)dp = e
Il Ing—Ing |
— 5 2D.
| 2m (u? —1°)
7

XOJ/
>

1 e—EAr o e—,uAr

— 3 3D
- % — — 41 2 __2 A a ’
/Gw(p)Gw(p—Ar)di”p: .ﬂr ((1/; - #)Ar O
i Hy'(ipAr) — Hy ' (ipAr)
- —— a 2D.
4 (n? —7*)
2
[ GGG = ) =
g 1
ST a 3D,
8mu(p + )
| 1 (72— )+ 2u*(Inp — Ini
: ._(u M.H M(EQM ni) o
X 2m 20 (0 — 1)
P
[ GGG — AN~ 1) pr0s =

1 2 _ 2 A —uAr 92 —uAr _ _—pAr
\ (12 — F*)Are a7 4 2p(c e ) 23D,
[

8y (u? —@*)*Ar
1 | .7 Hél)(iﬁAr) - Hél)('i,uAr) Ki(pAr) +in i (pAr) ..
1= 5 —3 — Ar y 5 — a 2D.
2 (k2 —7%) 2u(p® —7*)

27

o)
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A Dordre le plus bas en 1/kgl, nous obtenons les formules approchées:

XO |

!
— a3,
[ cmei@a, =4 i
— aoD.
iy
5
-
%SIEIZATG_% 5 3D,
[ Gupii-anep = {1 oA N N
,. L HWY ko Ar — =) — HO(—ikoAr — =) % & 2D.
X SkO{O(”r o)~ Ho (=tkoAr = 51) ¢
.'12
—8‘k 4 3D,
[ GGG - )= ST
/ 1 ..

-
- r

\ [ GG~ ARG~ 1)1 =

12 sin kgAr r

e~ ar a 3D,

g " Srke koAr

ilt Ar Ar
(1) .. (1) 4. 2 ¢
_16k3l2 {Ho (tkoAr — 57 ) — Hy'(—ikoAr 5] )} a 2D.

o)
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Annexe B

Speckle Correlations and Coherent
Backscattering in Non Linear Random

Media

A paraitre dans Wave Propagation and Imaging in Complex Media, éditeur Sebbah P.,
Kluwer Academic Publisher, 2000.
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Chapterl

SPECKLE CORRELATIONS AND
COHERENT BACKSCATTERING
IN NON LINEAR RANDOM MEDIA.

RichardBressouxandRogerMaynard
LPM2C- Universite JosephFourier / CNRS
Maisondesmagisteres- BP 166
38000GrenobleFrance
bressoux@belledonne.polycnrs-gre.fr
maynard@polycnrs-gre.fr

Abstract We calculatefield-field and intensity-intensitycorrelationfunctions for light
transmittedand reflectedby a weakly non linear randommedium containing
randomlydistributedscatterersin anonlinear Kerr medium,thesecorrelation
functionsinvolve a characteristidengthfor phasedecorrelatiordueto a change
of the refractive index alongthe diffusive path of light. A new approximate
expressiorfor the nonlinearbackscatteringoneis obtained.

Keywords:  Multiple scatteringnonlinearities,correlations.

Whenhigh laserintensitypulsesof very shortdurationilluminateasample,
thenonlinearresponsef the systemmustbe considered Multiple scattering
of wavesin suchmediaoffersa new field of researchVery few studiesin the
regime of non linear multiple scatteringhave beencarriedout. The speckle
correlationfunction of the secondharmonic(generatedyy 90 ps pulseson
LiNbOj particlesin quartzwindow) hasbeenmeasured@ndanalysed1]; An
anomaloudinewidth shapeof thebackscatteringoneis predictedor arandom
andKerr mediumin a frame of perturbatednultiple scatteringby non linear
interactiong2], [3]. Several predictionshave beenmadealsoin the general
context of weaknon-linearitiesand modestbeamintensity[4] [5]. Here,we
calculatethe intensity specklecorrelationfunction in the weakly non linear
regime for arandomKerr mediumwith anonlinearsusceptibilityof the third
order(x3). We will startfrom a perturbationrschemewherethe non linearity

1



107

2

producesa correctionto the ladderdiagramsfor the averageintensity We
proposeanew expressiorof theshortrangecorrelationfunctionof thespeckle
patternasafunctionof angleandintensity by extendingits linearfunctionnal
dependencéo the nonlinear regime. The main outputof this approachs a
new characteristidengththatcollectsbothnonlinearity andrandomnessAn

extensionto long rangecorrelationfunctionis alsoproposed.

Thenonlinear correlationfunction. Weconsidemaslabof scattererambed-
dedin ahomogeneousonlinearmedium(seeFigurel.l)andweareinterested
in the field-field and the intensity-intensitycorrelationfunction of the light
emepging from this slab

° ‘ t\;
}; ° . T:/ %

y“‘
P
14

z=0 z=L z z=0 z

(@) (b)

Figure 1.1 lllumination of a slabby two beamsof wave vectorsk, or k,: the scatteredight
is detectedn eitherthedirectionk; or E;, Thespecklecorrelationfunctionis parameterizetly
all four wave vectorsaswell asthe input amplitudesA andA’. (a) Transmissiorof a slabof
lengthL. (b) Reflectionon ansemi-infiniteslab

Firstwe will calculatethefield-field correlationfunction,which depend®n
theincidentdirectionsk,, k; theemegingdirectionsk;, k; andtheamplitudes
A andA’ of thetwo incidentbeams

CR(A A Kos oy, By, ) =< By, (Ry) By () > - (1.1)
It describeshecorrelationbetweenwo outgoingfieldsfor two incidentbeams
with differentamplitudes. In the following, we will assumethat A" is small.
In orderto simplify the calculation,we usethe scalarapproximationfor the
electromagnetidield. This simplificationis justified in the regime of strong
multiple scatteringwherethe light is totally depolarized.The wave equation
is,

VB + %5 {e(®) + o | B "} BG) = 1(7), (1.2)
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Correlationandbadscatteringn nonlinear randommedia. 3

where J(7) is the external sourceof radiation,e(7) = ey + de(7) is the ho-
mogeneoudinear dielectric constantey plus its randompart de(7). Finally
a = 4wx®) is the non linear susceptibilitycontrituting to the dielectriccon-
stant. We supposehat thereis no absorptionin the linear regime and that
e(7) is real. In orderto solve Eg. (1.2), we usea perturbationahpproachand
expandthe electricfield as E(7) = EO(7) + EM (7) + ..., where E(O)(7)
and E(V(7) aresolutionsof, respeciiely,

2
VEO ) + Se(®EO ) = I(). w3
= w? LW . '
VEEWD(7) + —e(MEV () = - —a | EO[) 2 BO(7).

In the secondequation,the non linear term —a w?/¢? | EQ(7) |2 E©(7)
actsasa non linear sourceinside the volume of the slab For the field-field
correlator we have to lowestorderin «:

CE =< EQR)EQ" (k) > + < B (B)BY" (R) >, (1.4)

Non linear correlationsin transmission. In transmissiorthrougha slabof
lengthL, theexpressiorof thelinearpartof thefield correlatoris givenby (see
formula(20) of ref [6]),

O g O* (& 3AA" 1

< B (ko) B (K ) >= 0%, Ad pag T
whereFr(z) = z/sinh(z).

Theexpressiorof thenonlinearfield correlator< E(l) (ky) E (0)*( k,) > can

be obtainedby diagramatiexpansion.In Figurel.2, We have representeme
correspondingliagramin realspacewhich contritutesto lowestorderin 1/l.
Its mathematicaéxpressions [2], [3]:

Fr(Aq.L), 1.5

3AA 27iqA? klx
A 428 om2 It

/ D(L —1,2z,Ag) D(z,1,Ad,) D(z,1,0) dz. (1.6)
0

<E<1>( )E(O)*( k) >=dag,.

whereD(z Z,q) |sthelntensitypropagamrfromplanez' to planez solutionof:
(¢ = 3%)D(2,7,d) = 5=8(z — z'). We usethe solutionwith the Dirichlet
boundarycondltlonsD(r —7')=0ontheplanez = 0 andz = L. (In
this transmissiorgeometry the resultsobtainedusingthe Dirichlet boundary
conditionsareequialent,in the leadingorderof [/ L to thoseobtainedusing



Figure 1.2 The diagram,in real space,usedto calculatethe first non linear correctionto
the correlationfunction. The non linear vertex is representetby a squarethat connectghree
differentpropagator®f intensity

theradiative boundaryconditions).Upondoingtheintegral over z in Eq. (1.6),
we obtain:

=

< BV (R B (R) >=b6ag 0 oA L a2, 12 Fr(8q.L)
kq k:; as

Agy 4k28 z(_z’YNL 4AqaL ) (17)

where Fi,(z) is the derivative of Fr(z) with respectto z and Yn1 IS the

characteristitengthdefinedby:
27 aA? w

L= (2L -2 1.8
INL (471' ng C()l ( )
The presenceof da4,,ag, iN EQ. (1.7) meansthat the “memory effect” [6]
still exists sincethe non linear vertex doesnt breakthe averagetrans\erse
translationalinvarianceof the slab By collecting the expressiong1.5) and
(1.7),we obtain:

344 1
= 083,00 J2g T

2 12,
cE {FT(AqaL)—ﬂNL FT(AqaL)+...} (1.9)

Aq,L
Expressior(1.9) resultsfrom a perturbationakxpansiorvalid whenvy%,, L <
Aq,. We recognisehefirst termof the Taylor serieof the function Fr if we

would replacethe variable Ag, L by \/ Aq2L? — 2i%,, L2. This suggestso
extrapolateEq. (1.9)to:

344" 1 :
CE = 6az. ng, T FT(\/Aqu —2iy%,L?).  (1.10)

109
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Correlationandbadkscatteringn nonlinear randommedia. 5

This “ansatz”canbejustified, in the caseof a nonlinear Kerr mediumwith a
real coeficient a [7]; fy;ﬂL is the characteristidengthfor phasedecorrelation
alongthe diffusive paths,dueto the dependencef theindex of refractionon
theamplitudesd and A’ of theincidentbeams.

Weturnnow to thecalculationof theintensity-intensitycorrelatiorfunction.
In the so-calledC(!) approximation[6], this functionis given by the simple

/= = -] I—'—'/—’—'/2 .
formula: C(Tl)(A,A vkas kg, ko, ky) = ‘CE(A,A ,ka,ka,kb,kb)‘ . This ap-
proximation,valid whenkl > 1, ignorespossiblecrossingsof multiple scat-
tering paths. Here,we will alsoconsidertheweakly nonlinearregime where
non linearitiesdo not affect the scatteringpropertiesof the particles(e.g. the
meanfree path). Within this approximationwe have:

2
. (1.11)

FT(\/AqCQLLQ — 207}y, L?)

CZS}) :6A¢Ta,Atfb <IE(7. (Eb) >< I]‘C“‘Il (E;) >

Thefuncti0n|FT(\/Aqu2 — 2iv%.; L?)|? is plottedasafunctionof Ag, L and
v~ L in Figurel.3. We notethata successfuéxperimentabbseration of the

2R
IR LI
% L IR RBRLIRRILL
2RI
SREEERIRES

2
SRS

Figure1.3 Thespecklecorrelatiorfunctionin anonlinearrandonmKerrmedium.Thedecrease
of thecorrelationfunctionis presentedsa functionof: angle(Ag,) andintensity(ynz).

presentonlineareffectshouldreachvaluesof vy L ~ 2, which corresponds,
for a slabof length L = 10~2m anda meanfree pathof | = 10~3m, to a
changeof therefractive index equalto An = ny A? ~ 2 x 10~°. Thisvalueis
not beyondthe shortpulseregimein usualnon-lineamaterials.
Beyondthisshortrange' C(")” contritution, longrangecorrelationg6] may
beexpectedparticularlyin confinedgeomeries. Thesecontrilkutionsarisefrom
the crossingof diffusive pathsin therandommedium. The expressiorfor the
longrange* C?)” correlationsn thefrequeng domain foundusingalLangevin
method10], canbetranslatedo ournonlinearproblemby substitutingya,, =

v/ 3npAw/2¢l (calleda in [10]) by ynr..
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Non linear correlationsin reflection. Let uscalculatethe correlationfunc-
tion for the light reflectedfrom a slab of infinite length. Takinginto account
therole of thetime reversalsymmetrythelinearfield correlatoris givenby:

© 7V EO* By > — BAA'L [ 1y
< EEG (kb)EE:l (kb) >= (SAq'a’Aq’b Mﬁ o Jo e Z / X
{D(z,zl, Ady) + D(z,z’,/ga +ky + A(j’a)} e N dzdy (1.12)

Usingtheintensitypropagatod(z, 2 , Ag,) obtainedwith theradiative bound-
ary condition: D(0, 2, AG,) — z0-£D(0,2', Ag,) = 0, wherezy = 7ol is the
extrapolationlengthandr, = 2/3 in thediffusionapproximation(see[8]), we
have:

O 7\ 7y o 3AATI
< E];a (kb)E];(r1 (ky) >=0ag,,aq, 4k28 2
{Fr(AG) + Fr(Fa+ o+ Ad) | (113)
where:
Fr(@) ~ (1+27) —2(1+ 7)1 +... for ¢l < 1. (1.14)

Berkovits et al [9], [6] have obtainedan equivalentfunction, for a vanishing
boundaryconditions(r = 0) andfor aslabof finite thickness.They considered
sourcedocatedat a distance! from the boundary For aninfinite slab, their
formulagives Fr(q) ~ 1 — ¢l which differsby afactorof 2 from Eq. (1.14).
Thenonlinearpartof thefield correlatoris obtainedn thelimit Ag,l < 1:
= 3AA 27iaA?

(D) 7\ (0)= _ 4 3
< Eﬁa (kb)EE:z (kb) >= 5Aq_'a7AQ'b m ng l (1 + ’I') X

1 1
+ = — ... (1.15)
Aga | kg4 ky + AG, |

With thesamé‘ansatz"aswasproposedn theprevioussection,onecancollect
thetwo expressiong1.13)and(1.15)to getthe C(!) correlationfunction:

1 - =1
Ch) = daguag, <Ij,(B)>< Iy (Ry)> x

2
Fi(y/Ag — 2i(4m10y) + Fr(y/| Fat ot Gy P —2i(147)7%,)

with vy, given by theformula(1.8). We have representethe Cg) function
in Figurel.4. For yxn7, =0, it exhibits two peakswhich correspondo thetwo
conditionsAg, =0 (k, =k, andk, =k;) likein thecorrelationin transmission
andfor k, + ky + Ag, =0 (k, = —k, andk, = —k,) which correspondso the
time reverseddirections. As for the correlationin transmissiona nonlinear
decorrelatioroccursthroughthe coeficient yy ..
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Correlationandbadkscatteringn nonlinear randommedia. 7

c®
A

Figure 1.4 The reflectioncorrelationfunctionin a non linear mediumas a function of two
variables:the backscatteringnglethroughAg, andtheintensitythroughyx ... Thetwo peaks
occurrespectrely for Ag, = 0 andk, + ky + Ag, = 0.

Non linear coherent backscattering Thenonlinearbackscatteringrom a
randomandnonlinearabsorbingnediumhasbeenstudiedby Agranwitch et
al [2] andHeiderichetal [3]. They usedthesameperturbationahpproactand

Figure 1.5 The enhancedbackscatteringcone for two valuesof the non linear absorbing
coeficient. (a) No absorption:LY ¥ =oo. (b) LY =101. LY * hasbeendefinedin Eq.(1.17).

obtainedan expressionfor the coherentbackscatteringoneto first orderin
«. Beyondthis first orderof perturbationpne canusethe “ansatz”described

previously. It gives,for § = kg + kp,:

- 3A2 l 1 .
< Iﬁa(kb) > = 5A¢ja,A(jb ME Fr L_Z — 2(1+T)Re(1712\71;) +
1 .
Fg Q2+ L_Z —2(1+7)Re(iv%,) . (1.16)

whereL, =+/1l,/3=1/\/12rkolImx () is thelinearabsorptiorlengthof the
medium.Thebackscatteremtensitydepend®nly onthenonlinearcoeficient
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of absorptionthrough Re(iv%;,) andit is instructive to definea generalized
absorptiorength LN by:

1 127 kol Im(xW) + 27(1+7) kol Im(x(®))A?
(LéVL) = l2 .

(1.17)

A morecompleteexpressiorof the backscatteringoneis now obtainedas:
<1@>  Feldw) +Fe (e + G2

All nonlinearcharacteristicef themediumareputinto absorptiorlengthL Y -,
Thelineshapef thebackscatteringonepresentanusualanguladependance,
withoutthedip predictedby Agranorvitch [2] andHeiderich[3].

(1.18)

Conlusion. In conclusionwe have developeda perturbationabpproactor
calculatingthe correlationfunction of the intensity in a weakly non linear
randommedia. The shortrangeaswell aslong rangecorrelationfunctionsof
thespecklegpatternhave beenobtainedasfunctionof theinputintensityandthe
anglesof scattering.Theresultwasanalyzedn a simpleway by introducing
anew characteristidengthyy, which incorporategheingredientsof the non
linear susceptibilitiesthe multiple scatteringvia the light meanfree pathand
theincidentbeamintensity By usingthis approacha new expressiorfor the
nonlinearbackscatteringonehasbeenproposed.
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PACS. 42.30.Ms — Speckle and moire patterns.
PACS. 42.25.Dd — Wave propagation in random media .

Abstract. — We calculate the intensity-intensity correlation functions for the light transmitted
through a slab made of a nonlinear and random medium at the lowest order of the nonlinear
interaction. We obtain the short-range correlation function as a function of the intensity and
angles: it depends on a characteristic length of the nonlinear system. This characteristic length
decribes the loss of correlation due to the phase shift through the change of the refractive index
inside the nonlinear random medium.

The nonlinear response of an optical system is crucial in the regime of high laser intensity
when pulses of very short duration illuminate a sample, or for some specific medium like the
liquid crystals nearly the Frederikse transition. Combination of nonlinearities and multiple
scattering offers a field of research where new phenomena can be expected and observed. For
instance, the speckle correlation function of the second harmonic generated by 90 ps pulses on
LiNbOyj particles in quartz window has been measured and analysed [1]; anomalous linewidth
shape of the backscattering cone is predicted for a random and Kerr medium in a frame of
perturbated multiple scattering by nonlinear interactions [2]. Several predictions have been
obtained also in the general context of weak nonlinearities and moderated intensity beam [3,4].
In this article, we calculate the intensity speckle correlation function at the lowest order in the
nonlinear coupling for a random and Kerr medium. We will use a perturbation scheme where
the nonlinear vertex produces a correction to the ladder diagrams for the average intensity
from which we obtain the short-range correlation of the speckle pattern as a function of angles
and intensity. The main result of this perturbation approach is the output of a characteristic
length which collects all the characteristics of the nonlinearity and randomness. The output
of this characteristic length from this analysis gives the possibility for a generalization to the
long-range correlation function (so-called C® and C®) for weak nonlinear systems.

We are interested in the intensity-intensity light correlation function of the transmitted
light through a slab of scatters imbedded in a nonlinear medium (see fig. 1). Using the notation
I (ky) for the specific intensity transmitted in direction K, when the slab is illuminated by

o
a plane wave of wave vector k,, we can define two correlation functions depending on the

© EDP Sciences
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Fig. 1 Fig. 2

Fig. 1 — The slab is illuminated by two beams of wave vectors Ko or 1_5' the transmitted light is
detected in either K, or k:,, directions. The speckle correlation function is parametrized by these four
wave vectors as well as the input amplitudes A and A’.

Fig. 2 — The nonlinear vertex is located at point R. Three ladder dlagrams converge at this point:
the input intensity (modulated by Agq,) diffusing from 7 to R the “pump” intensity diffusing from
7 to R and the transmitted averaging intensity (modulated by Ag,) emerging in 7.

incident directions K, E;, the emerging directions Ky, Eg and the amplitude A and A’ of the
two incident beams:

C(A, A" ko, o, By, By) = (I (Ro) I, (Ry)) — (IR (Ro)!(T (R)) (1)

and
Caa (Fas Ko B, Fy) = (IR (Ro) I, (R)) — (IR (ko) (R)). @

The superscript NL or L for the intensity indicates nonlinear and linear regime. These two
correlation functions correspond to two distinct experimental situations:

— the first one, (1), describes the correlation between the transmitted intensity when the
two incident beams have different amplitudes and consequently measures the correlation
at fixed angle for varying intensities.

— the second one, (2), describes the evolution of the angular correlation of the speckle
pattern in nonlinear regime and consequently measures the correlation for varying angles
at fixed intensity.

In order to symplify the calculation, we use, as usual, the scalar approximation for the
electromagnetic field. This simplification is justified in the regime of strong multiple scattering
where the light is depolarized in average:

)+ 2 () + 0 | EG) ) E() = J6), 3)

where J(7) is the external source of radiation, e(7) = €y + Jde(¥) is the homogeneous linear
dielectric constant €y and its fluctuating part de(7*) due to disorder and a = 47x(® = o/ +ia”
is the nonlinear susceptibility contributing to the dielectric constant. We suppose that there
is no absorption in the linear regime and we take €(7) as real. In order to solve (3), we use

117
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a perturbative method and expand the electric field as E(7) = E©) () + EW(7) + ..., where
E©)(7) and EM () are, respectively, solution of

2
VEO ) + () EO () = I(7),
2 2 (4)
V2ZED (7) + %e(F)E(l)(F) = —‘;’—2@ | EO(7) 2 B (7).

In the second equation, the nonlinear term —aw?/c? | E©) (7)|? E©) () acts as sources inside
the volume of the slab. Hence E(V) is at the order of a.
Let us start by the calculation of the field-field correlator:

CP(A, A Ko, Ky By, By) = (EF™(Ry) BV, (R)) - (5)
At the lowest order in a, we have
OF (A, A R, By B B) = (B (R)E) (R)) + (B () BV (Ry)) (6)
The calculation of the linear field correlator (Eg:) (IZ,,)E@)}%; (E,’,)) is well known [5,6] and
we have (see formula (20) of ref. [6]):

344’ 1
1257 1

(B (F) B, () = J[ ewling, 7 DOUL - L7} 17D x

x exp[—iAg - fo] d*p1 d*fa, (7

where S is the area of the illuminated surface of the slab and ! the mean free path of the
light in the random medium. D(® (7, ) is the linear propagator of the average intensity,
solution of the diffusion equation for a point source situated at the point 7. Using the “null”
boundary condition, its Fourier transform is given by

1sinh{q(L — z>)} sinh {gz<}

b® (22,21,0) = sinh{qL} ’

(8)

where 2z~ = max(zs,21) and 2z« = min(zz,21). Then by integration of (7) on g; and g3, we
obtain the usual expression (see [6], formula (22)) of the linear correlator:

3AA" 1

0 - * -
(B (F) BV (R)) = 0ad.an gt

Fi(AgqeL), (9)
where Fi(z) = z/ sinh(z).
The expression of the nonlinear field correlator (E(l) (kb)E(O)*, (Eb)) is obtained by diagra-

matic expansion: we have represented in fig. 2 the correspondlng diagram in real space which
contributes at the lowest order in 1/kl and its mathematical expression is

3AA" 2Tia A kI

(1) (0)# kel
<E (k )E (kb)> AQayAQb 4k2S 2'”/(2) 14

L
y / DO(L - 1,2,A8)D (2,1, AG) D) (,1,0) dz. (10)
0
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The occurrence of the three average intensity Green functions in (10) represents, respectively,
the emerging, incident and pump intensity on the nonlinear vertex located at z. Summing
over z, we obtain

BAA' L —2Miad’k ., F{(Ag.L)
Al 42 L 4mng 4Ag, L’

(B (k) B, (Ry)) = dad., (11)
where F|(z) is the derivative of Fi(z) with respect to z. We see from dag, a7 that the
“memory effect” is still present since the nonlinear vertex does not break the transverse
translation invariance of the slab in average. By collecting the expressions (9) and (11), we
obtain

3AA" 1

(B (ko) E g, (Ky)) = 0ad., a0 2SI

F(AqL) —i ™M pragr
{A@Ln - Frawn v a2

where N1, stands for the inverse characteristic length for this nonlinear regime:

27 aA? w
== 1
INL 471' Mo Col (3)

The expression (12) results from a perturbation expansion the validity of which is v2; L <
Aq,. We recognise the first term of a Taylor serie and we assume a better solution of the
problem by the following “ansatz”:

L. 344" 1 o
<EI—CNGL (kb)EL _‘fz (ké)) — 6A(Ta,AlTb —4k2S Z Fi (\/Aqu2 — 217§ILL2) . (14)

Let us justify this “ansatz” by a simple argument. First let us recall the result of the frequency
dependence of the correlation function. In the situation where two incident beams with two
different frequencies w; and ws illuminate the slab, the frequency correlation function has the
same expression as (14), but ynL is replaced by the parameter ya,, (see [6]):

A
el (15)

Vaw = 2 Col ’

This parameter Aw is related to the average dephasing A®, introduced by the frequency
difference Aw = w; — w, along a typical diffusive path, by the formula A® = 293 L?. By
analogy with the previous analysis, we can build up a similar expression for yni,. Since the
index of refraction of the medium depends on the incident amplitude A: n = ng + ny A2,
where ny = 3x®)/2ny = 3a/8mng (see [7]), a nonlinear dephasing A®yy, occurs along a
diffusive path of the correlator: A®n;, = Ak - L, where L is the length of the path and
Ak = An w/cy = naA? w/cy is the difference between the wave vectors. In the diffusion
regime, the light performs a random walk of unit step I which leads to £ = 3L?/l and
A®Ny, = 9aA?wL?/8nngcgl. Writing A®Nr, = 274 L2, we obtain a value of the parameter
~n1, which differs only from (13) by a numerical factor.

The intensity-intensity correlation function is obtained at the so-called C'(') approximation
[6] by the simple formula

CO(A, A ko, k. Ry, k) =| CT(A, Ak, B R, ) |2 (16)

In this approximation, which is valid for kl > 1, the multiple scattering paths are supposed
not to cross. For weak nonlinear system, the scattering properties of the particles (the mean
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Fig. 3 — The speckle correlation function in nonlinear medium. a) The damping of the correlation
function is exhibited for the two variables: angular through Ag, and intensity through ynr.. b) For
Ag, =0, a plateau occurs in the curve for ynr, < 1.

free path) are supposed to be not affected by the nonlinearities and in the same approximation
of independent paths, we have

2
O (A A R T B) = Bz (ML () |1y (AL —208,22) | L a7

2
where the function ‘Fl (\/ Ag2L12? — 2i7§]LL2) ‘ is plotted as a function of Ag,L and yn,L
in fig. 3.
For Ag, = 0, one finds
ko, L2
cosh(2yn1, L) — cos(2ynr L)

| Fi(ye) [*= (18)
in complete analogy with the frequency correlation function [8]. It must be noticed that a
sizeable experimental observation of the nonlinear effect must reach values of yn1,L ~ 2, which
corresponds, for a slab of length L = 1072 m and a mean free path of I = 1073 m, to a change
of the refractive index equal to An = ny 42 ~ 2 x 1075, This value is not beyond the short
pulse regime in usual nonlinear substance or in nematic phase of liquid crystals.

For the correlation C’Si a (EQ,E;,Eb,E{)), the calculations can be performed in the same
way':

Ol (Fa Ry R B) = Oageng (IR RONIE"(R)) x
2

x|Fy (\/Aquz - 2Re(m§L)L2> . (19)

In this case, the variable in (19) is now real and proportional to the nonlinear coefficient of
absorption o’. A generalization of formula (19) could include the linear attenuation by adding
1/L? into the argument of the square root.

Beyond this short-range (in space or angular variables) contribution, long-range correla-
tions [6] are expected, particularly in confined geometry. These contributions arise from the
crossings of the diffusive paths in random medium. A simple transposition of these long-range
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correlation functions can be obtained by using the Langevin method described in [9] for the
frequency shift and by substituing ya,, by y~L-

As a conclusion, we have developed a perturbative approach for calculating the correlation

function for the fluctuating intensity in a nonlinear random media. The short-range as well as
long-range correlation functions of the speckle pattern are obtained as a function of the input
intensity and angles. The result can be analyzed in a simple way by considering the occurrence
of a characteristic length which incorporates the ingredients of the nonlinear susceptibilities,
the multiple scattering through the light mean free path and the incident beam intensity.
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